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Avant-propos 


Un circuit électrique, sous forme de schérna, est l’ensemble des éléments idéals con- 
nectés de façon à constituer le modéle mathématique d’un système électrique. Ce mo- 
dèle présente la structure ainsi que les caractéristiques essentielles du système 
physique. L'étude d'un circuit permet de comprendre le fonctionnement du système 
électrique qu'il représente. 

La théorie des circuits comprend essentiellement des lois et des théorèmes qui 
régissent les relations entre les variables d'un circuit et aussi des méthodes permettant 
l'analyse et la synthèse des circuits. 


Cet ouvrage a été écrit pour utiliser comme manuel dans un premier cours de 
circuits électriques au niveau universitaire. Il présente les concepts de base et les lois 
fondamentales des circuits électriques ainsi que les principales méthodes d'analyse en 
régime transitoire et permanent des circuits linéaires. Les notions de mathématiques 
pré-requises sont celles présentées normalement dans les cours de mathématiques de 
première année universitaire. 


La matière est présentée de façon concise et directe afin de se concentrer sur l’es- 
sentiel de la théorie de circuits. Les notions théoriques sont expliquées et illustrées par 
des exemples de circuits concrets. 


Le premier chapitre introduit les notions fondamentales de l'électricité et présen- 
te les éléments de base utilisés dans la modélisation des systèmes électriques. 


Les chapitres 2 et 3 présentent les lois et théorèmes de circuits et les différentes 
méthodes pour établir les équations d'équilibre des circuits. Les méthodes ctassiques 
(des mailles et des noeuds) sont détaillées et appliquées à des diverses topologies de 
circuits passifs et actifs. 


Chapitre 4 présente les fonctions mathématiques utilisées pour modéliser les 
sources d'excitation des circuits électriques. Les fonctions singulières (échelon, impul- 
sion, rampe) et leurs combinaisons permettent de modéliser la plupart des excitations 
apériodiques. Les fonctions exponentielles complexes sont utilisées pour représenter 
les excitations périodiques et en particulier les fonctions sinusoïdales. 


Dans le chapitre 5, l'analyse transitoire des circuits électriques est étudiée et ap- 
pliquée à des circuits du premier et du deuxième ordre. La méthode d'analyse basée 
sur les équations différentieiles est expliquée en détails permettant de l'utiliser dans di- 
verses situations. On étudie également le régime continu permanent et l'analyse des 
circuits initialement excités. 


Chapitre 6 présente la transformation de Laplace et son application dans l’ana- 
lyse transitoire des circuit électriques. Les notions d'impédance et d'admittance sont 
introduites pour faciliter l'établissement des équations d'équilibre du circuit et aussi 
pour pouvoir appliquer les méthodes déjà développées dans le domaine du temps. La 
méthode par la transformation de Laplace est systématique permettant d'analyser des 
cirouits d'ordre plus élevé et plus complexes. Les fonctions de transfert sont introduites 
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pour l'analyse des quadripôles. 


Chapitre 7 traite de l'analyse des circuits en régime sinusoïdal permanent utili- 
sant des phaseurs et des impédances. Les fonctions de transfert en régime sinusoïidal 
permanent sont introduites. La réponse en fréquence des circuits est étudiée et appli- 
quée à des circuits passifs et actifs. Le calcul de la puissance en régime sinusoïdal per- 
manent est également examiné. 


Des exercices typiques à la fin de chaque chapitre permettent d'illustrer lappli- 
cation de la théorie aux problèmes réels d'analyse de circuits. Des réponses aux exer- 
cices sont aussi données comme aide à la pratique. 


Université Laval Hoang Le-Huy 
Québec, Canada 
Janvier 2004 
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Chapitre 1 


ÉLÉMENTS DE BASE 
DES CIRCUITS ÉLECTRIQUES 


Dans ce chapitre, les phénomènes électriques fondamentaux sont décrits pour intro- 
duire les éléments idéaux servant à la modélisation des systèmes électriques. L’appro- 
che générale d'analyse des systèmes électriques et les notions de base des circuits 
électriques sont présentées. 


1.1 Phénomènes électriques fondamentaux 


Nous allons examiner les notions de base de l'électricité telles que charge électrique, 
courant électrique, tension électrique, énergie électrique et puissance électrique. En- 
suite, les trois phénomènes fondamentaux qui se trouvent dans tous les systèmes élec- 
triques seront décrits: la résistance, le condensateur et l’inductance. 


1.1.1 Charge électrique et courant électrique 


La notion de charge électrique est basée sur la théorie atomique suivant laquelle l’atome 
est représenté comme un noyau portant une charge positive entouré d'électrons por- 
tant des charges négatives, Dans un atome neutre, la charge totale du noyau est égale 
{en valeur absolue) à la charge totale des électrons. Un atome devient positif lorsque 
certains électrons manquent. Un atome devient négatif lorsqu'il y a un surplus d’élec- 
trons. 


La charge électrique élémentaire est la charge portée par un électron. L'unité de charge 


électrique est Coulomb (C). L'électron porte une charge de 1.6021x 10 °c. 


Un courant électrique est créé par le déplacement des électrons dans un milieu donné. 
L'intensité d'un courant électrique est défini comme le taux de déplacement de la char- 
ge électrique q à travers une section du milieu: 


. __dq 
= 1-1 

7 dt ÉE) 
On utilise habituellement le terme «courant: pour désigner l'intensité d'un courant élec- 
trique. L'unité de courant est Ampère (A). 


Dans les solides, il existe un certain nombre d'électrons libres qui sont «détachés» de 
leurs atomes et qui peuvent se déplacer dans le matériau sous l'influence d'un champ 
électrique. Les conducteurs électriques sont des matériaux qui ont beaucoup d'électrons 
libres qui permettent la circulation des courants électriques importants. Les isolants 
électriques sont des matériaux qui ont très peu d'électrons libres. [ls empéchent la cir- 


CIRCUITS ÉLECTRIQUES 


culation des courants électriques. Il y a aussi des semi-conducteurs qui possèdent une 
conductivité située entre celles des conducteurs et des isolants. Le silicium et le ger- 
manium sont deux semi-conducteurs courants utilisés dans la fabrication des transis- 
tors et des circuits intégrés. 

On utilise habituellement le symbole «i» pour représenter un courant électrique. Le sens 
conventionnel d'un courant électrique est l'opposé du sens de déplacement des élec- 
trons, comme illustre la figure 1-1. 


Conducteur or 
Mr 
CT <QO << << << <— 
éOro0r0:0:0:0<0 


<—— Sens de déplacement des électrons 


Figure 1-1 Sens conventionnel du courant électrique. 


1.1.2 Tension électrique 

Le déplacement des électrons est causé par une différence de potentiel électrique entre 
deux points. On utilise le terme «tension électrique» pour désigner la différence de po- 
tentiel électrique. L'unité de tension électrique est Volt (V). 

On utilise habituellement Le symbole «y» pour représenter une tension électrique. Dans 
un conducteur, les électrons se déplacent du négatif (-) vers le positif (+), ce qui définit 
la polarité de la tension électrique tel qu'illustré dans la figure 1.2. 


Conducteur Courant 


D + Tension v - 


Figure 1-2 Polarité de la tension électrique. 


1.1.3 Énergie électrique et puissance électrique 


Le déplacement des électrons (d’une charge totale q) nécessite une quantité d'énergie 
électrique w qui est égale au produit de la charge q et la tension v: 


w = qv (1-2) 
où w est l'énergie électrique, v est la tension électrique, et q est la charge électrique dé- 
placée. L'unité d'énergie est Joule {J). 

Le taux de variation de l'énergie électrique est défini comme la puissance électrique p: 


dw _ vds - > 
et vi {1-3} 
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La puissance électrique p est donc égale au produit de la tension v et le courant i: 
p = vi (1-4) 


L'unité de puissance est Watt (W). 
L'énergie électrique est égale à l'intégrale de la puissance: 


w= [pat (1-5) 


Puissance 


Énergie 


Figure 1-3 Énergie et puissance. 


1.1.4 Résistance 


Considérons un conducteur cylindrique (de longueur é et section S) dans lequel circule 
un courant électrique d'intensité i, comme illustre la figure 1-4. On suppose que la den- 
sité des électrons qui se déplacent à travers la section S est uniforme. La tension entre 
les deux bouts du conducteur est égale à v. 


La densité de courant J est définie comme l'intensité par unité de surface de la section: 


Fe (1-6) 


i 
S 


L'unité de densité de courant est A/m°. 


Figure 1-4 Courant électrique dans un conducteur cylindrique. 


; 2 : : à x 
Le champ électrique É dans le conducteur est uniforme et suit la direction du conduc- 
teur: 


(1-7) 


[cs 
Il 
LUE 
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La densité de courant est proportionnelle au champ électrique: 
J=06E (1-8) 


où © est la conductivité (en © !m°!} du conducteur. 
Entre la tension v et le courant i, on peut établir la relation suivante: 


; PE RASE DE DE ; 
V=Extm xls À = (Si) xi (1-9 


La quantité R = et définie comme la résistance du conducteur. L'unité de résistan- 


de 
6S 
ce est Ohm (Q). 


On peut aussi exprimer la résistance R comme: 


€ 


R = = 
Px= 


{1-10} 


où p = : est la résistivité du conducteur. L'unité de résistivité est (.m. 


L'équation (1-9) peut être écrite comrne: 

v = Ri (1-11) 
Cette relation est connue comme la loi d’'Ohm. 
À partir de (1-11), on déduit: 


= (ljv = av (1-12) 


La quantité G est définie cornme la conductance. L'unité de conductance est Siemens 
{S). 

Le déplacement des électrons à travers un conducteur crée des collisions avec les ato- 
mes du conducteur. À chaque collision, une certaine quantité d'énergie est perdue et 
convertie en chaleur. 


On peut calculer la puissance perdue (qui est dissipée sous forme de chaleur) dans une 
résistance comme: 


2 
p= vi = Ri? = É (1-13) 


1.1.5 Condensateur 


Considérons la structure montrée dans la figure 1-5 qui est constituée de deux piaques 
conductrices parallèles de surface À et séparées par un isolant d'épaisseur d. Les deux 
plaques sont chargées à +q et -q. Ce système est appelé un condensateur électrique qui 
emmagasine des charges électriques de signes opposés sur ses deux électrodes. 
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Surface À € d ——> Surface A 


Charge 
+q 


. Charge 
- «4 


HO OH HO + + + + + + + + 


électrique E 


Figure 1-5 Champ électrique entre deux plaques conductrices chargées 
d'un condensateur. 


Un champ électrique É est créé dans l’isolant entre les deux plaques conductrices. On 
suppose que le milieu isolant est isotrope et que les lignes de force sont perpendiculai- 
res à la surface des plaques. Le champ électrique entre les deux plaques peut être cal- 
culé par le théorème de Gauss: 


E + A4 -l4 
ce {1-14} 
où £& est la permittivité de l'isolant. 
La tension électrique entre les deux plaques est donnée par: 
v = Ed = Ag = 4 -9 1-15 
A Ë s) c (1-15) 
d 


La quantité C = ee est définie comme la capacité (capacité d'emmagasiner de charge 
électrique} du condensateur. La capacité est une fonction des dimensions du conden- 
sateur et de la permittivité de l'isolant. L'unité de capacité est Farad (F). 
À partir de {1-15}, on peut écrire: 

q = Cv (1-16) 
En dérivant les deux membres de cette équation, on obtient: 


dg - cd ,dC 


dt dt da ee 


On peut remarquer que É est le courant 1 qui circule à travers le condensateur. Ce 


courant dépend ainsi du taux de variation de la tension à ses bornes et également du 
taux de variation de la capacité: 
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- dv... dc 
= C= +v— 1-18 
"7 “at at Free 
Si la capacité du condensateur ne varie pas avec le temps, on aura: 
i = CU (1-19) 


dt 


À partir de cette relation, on peut calculer la tension aux bornes du condensateur com- 
me: 


if, È 
= af ist (1-20) 
ou encoré: 
1 r0. l 
= l1{ffiæ cf 
d af ah 


où v{to) est la tension aux bornes du condensateur à l'instant to. 


idt = vty)+ Al idt (1-21) 
0 Ca 


On constate que le condensateur emmagasine des charges électriques, Cette accumu- 
lation de charges crée un champ électrique entre ses deux plaques. On dit que le con- 
densateur accumule de l'énergie électrique sous forme d'un champ électrique. 


L'énergie accumulée dans un condensateur peut être calculée en intégrant la puissan- 
ce: 


t 
w = {via = [ vcÈa = Cf vav = Cv : = DOVE) - 2 CV? (-) (1-22) 

Si v(-æ) = 0, on aura: 
w = Cv (1-23) 


1.1.6 Inductance 


Considérons un conducteur droit dans lequel circule un courant i comme illustre la fi- 
gure 1-6. Le courant i crée un champ magnétique autour du conducteur. Les lignes de 
force sont des cercles concentriques dont le centre est le conducteur. 


L'intensité du champ magnétique fäun point P qui se trouve à une distance r du con- 
ducteur est calculée par la loi d'Ampère: 
i 
L'unité d'intensité de champ magnétique est A/m. 
La densité de flux magnétique É est reliée à l'intensité du champ magnétique H: 
E > 
B = hH (1-25) 
Eu 
L'unité de B est Tesla (T) ou Weber/m? {(Wb/m?;. La quantité lu est la perméabilité ma- 
gnétique du milieu où le champ magnétique existe. L'unité de H est Henry/m (H/m). La 


perméabilité magnétique de l'air est très proche de celle du vide nu, = 4rx10 ? H/m. 
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| Courant électrique P 


Champ magnétique 


Figure 1-6 Champ magnétique créé par un courant électrique 
cuculant dans un conducteur droit . 


. . ses D 
Le flux magnétique à travers une surface $ est l'intégrale de B sur cette surface: 


ÿ= fB.as (1-26) 
S 


L'unité de flux magnétique est Weber (Wb)]. 


Considérons une bobine de N tours de fil conducteur dans lequel circule un courant 1. 
Le champ magnétique créé par la bobine est représenté par des lignes de force montrées 
dans la figure 1-7. Le flux magnétique créé par le courant i est ÿ. D'après la loi de Fa- 


raday, ce flux magnétique induira dans chaque tour de fil une tension égale à a . Par 


conséquent, la tension totale induite dans N tours est égale à: 


= NîŸ j 
vV= NS (1-27) 


On suppose que chaque ligne de flux traverse tous les N tours de la bobine. Donc le flux 
total traversant la bobine est égal à N9. Ce flux total est proportionnel au courant i: 


Né = Li (1-28) 


où L est définie comme l’inductance de la bobine. L'unité d’inductance est Henry (H). 
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N tours : 


Figure 1-7 Champ magnétique créé par un courant électrique circulant dans une bobine. 


À partir de (1-27) et (1-28), on peut écrire: 


d d di .dL 
= —(N = —(Li}) = L= — 1-29 
ALORS ar E4 
Si l’inductance L ne varie pas avec le temps, on aura: 
di 
= L— 1-30 
rh (1-30) 
À partir de cette relation, on peut calculer le courant dans la bobine comme: 
ju [va (1-31) 
ou éncoré: 
i = [val | ve s iio)+ p [ vat (1-32) 


où ito} est le courant dans la bobine à l'instant to. 


On constate que le courant électrique circulant dans une bobine crée un champ ma- 
gnétique. On dit que la bobine accumule de l'énergie électrique sous forme d'un champ 
magnétique. 

L'énergie accumulée dans une bobine peut être calculée en intégrant la puissance: 

t 


De ( vidt = Î ildiar = Lf idi = Lui? 
20 — 0 < 


side da | 
5 F. = SLI (SLI (x) (1-33) 


cc 


Si if-x) = Ô, on aura: 


w = SL) (1-34) 
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1.2 Étude des systèmes électriques 


Un système électrique est un ensemble de plusieurs composants électriques connectés 
suivant une configuration donnée pour réaliser une fonction spécifique. Par exemple, 
un amplificateur audio est composé de transistors, diodes, circuits intégrés, résistan- 
ces, mductances, condensateurs, transformateurs, etc. La fonction principale d'un tel 
système est d'augmenter le niveau de puissance du signal d'entrée pour alimenter le 
haut-parleur. 


Haut-parleur 


Figure 1-8 Exemple de système électrique. 


Chaque composant électrique possède ses caractéristiques et ses fonctions propres. 
L'interconnexion des composants permet de réaliser la fonction globale désirée du sys- 
tèéme. Cependant, cette interconnexion impose des contraintes que l'on doit tenir comp- 
te lors de l’étude du système. 


Les travaux d'étude que l’on peut effectuer sur les systèmes électriques consistent es- 
sentiellement en l'analyse et la conception. 


L'analyse d'un système électrique est l'étude du comportement du système pour diffé- 
rentes conditions de fonctionnement. 


La conception d'un système électrique est la synthèse d'un système, à partir des com- 
posants électriques, pour effectuer une fonction donnée avec les caractéristiques pres- 
crites. 


L'analyse et la conception sont deux chemins complémentaires. L'analyse permet de 
comprendre les caractéristiques d’un système, ce qui permettra la conception d’autres 
systèmes avec des caractéristiques différentes. Ce processus est illustré dans la figure 


1-9. 
ANALYSE 
Caractéristiques 
Système et 
électrique 
—————————— comportement 
CONCEPTION 


Figure 1-9 Étude des systèmes électnques. 


Dans ce texte, on considère seulement le problème de l'analyse des systèmes électri- 
ques. 
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1.3 Modélisation des systèmes électriques 


Les phénomènes physiques présents dans un système électrique sont nombreux de tel- 
le sorte que l'analyse exacte du système est très difficile, voire impassible. Afin de pou- 
voir faire une analyse avec des résultats acceptables, on doit établir un modèle 
mathématique du système basé sur certaines hypothèses d'approximation. C'est la mo- 
délisation du système. 


La précision de l’analyse dépend de la complexité du modèle. Un modèle simple est fa- 
cile à analyser mais ne donne que des résultats très approximatifs. Par contre, un mo- 
dèle complexe, qui tient compte de tous les phénomènes présents dans le système, 
donne des résultats précis mais l’analyse devient plus longue et difficile. En général, on 
choisit un modèle qui est le compromis entre la précision des résultats et la difficulté 
de l'analyse. 


Imprécision 
des résultats 


Difficulté 
de l’analyse 


Ld 
Complexité du modèle 


Figure 1-10 Compromis dans la modélisation des systèmes électriques. 


La modélisation d’un système électrique consiste à: 
- décomposer le système en plusieurs composants simples, 


- représenter chaque composant simple par son modèle mathématique (sous for- 
me d'éléments idéaux) qui tient compte des principaux phénomènes physiques, 


- connecter les modèles des composants ensemble pour obtenir le modèle du sys- 
tème. 


Le modèle du système électrique ainsi obtenu s'appelle un circuit électrique. 


La figure 1-11 illustre la construction d’un modèle simple du système «amplificateur» 
de la figure 1-8. 
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Microphone LS 5e Haut-parleur 


_ 
/ x 


Amplificateur 


_ 


PTS 4 


Système électrique Û 
\ 


/ s 


, = _— 


no 


# 


# d Rs à \ 
‘ \ / 
# \ 4 + 
j : | H V 
Modélisation | Vs HU 
4 g t A . 
\ 4 \ 
Ph LA à 
“ # =. 


Circuit électrique 


\ 


Figure 1-11 Modélisation d'un système électrique. 


1.4 Théorie des circuits électriques 


L'ensemble des éléments idéaux représentant tous les composants d’un système élec- 
trique forme le modèle du système que l'on appelle un circuit électrique (ou réseau élec- 
trique). Les variables du circuit sont reliées par des équations d'équilibre dont la 
solution représente une approximation du comportement réel du système électrique. 


La théorie des circuits électriques comprend: 


- des lois et des théorèmes qui régissent les relations entre les variables d’un circuit 
électrique, 


- des méthodes permettant d'établir les équations d'équilibre, 
- des méthodes de résolution des équations d'équilibre. 


La figure 1-12 illustre la position de la théorie des circuits dans l'étude des systèmes 
électriques. 
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Théorie des circuits électriques 


Circuit 
électrique 


Formulation 


Système Modélisation 


électrique 


Expérimentation Équations d'équilibre 


Résolution 


Résultats 


Figure 1-12 Théorie des circuits dans l'étude des systèmes électriques. 


date Interprétation 
réel 
du système Vérification 


1.5 Variables et éléments de circuits électriques 


1.5.1 Variables dans les circuits électriques 
Les principales variables dans un circuit électrique sont le courant et la tension. 


Un courant électrique est créé par le déplacement des électrons dans un milieu donné. 
L'intensité d'un courant électrique est défini comme le taux d'écoulement de la charge: 


. __dq 
1 = — 1-35 
at {1-35} 
On utilise le terme «courant» pour désigner l'intensité d'un courant électrique. L'unité 
de courant est Ampère (A). 


Le déplacement des électrons est causé par une différence de potentiel électrique entre 
deux points. On utilise le terme « tension » pour désigner ja différence de potentiel élec- 
trique. L'unité de tension est Volt (V). 


La figure 1-13 montre le sens conventionnel du courant et la polarité conventionnelle de 


la tension. 
Conducteur Courant 
i 
LE 
OO << << 
. <O << <O—, 
: | ; 
! Tension ) 


Figure 1-13 Courant et tension dans un conducteur. 
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Le déplacement des électrons (charge totale q) nécessite une quantité d'énergie électri- 
que w qui est égale à au produit de la charge q et la tension v: 


w = qv (1-36) 
L'unité d'énergie est Joule (J). 
Le taux de variation de l'énergie électrique est défini comme la puissance électrique p: 


_dw _.dq _., 
= rai rl (1-37) 

La puissance électrique p est donc égale au produit de la tension v et le courant i: 
p = vi (1-38) 


L'unité de puissance est Watt {W). 
L'énergie électrique est égale à l'intégrale de la puissance: 


w = ( pdt (1-39) 


co 


Puissance 
pt} 


Énergie 


Figure 1-14 Énergie et puissance. 


1.5.2 Éléments de circuits électriques 


Pour établir le modèle d'un système électrique, on le «découpe» en plusieurs parties. 
Chaque partie sera représentée par un modèle qui est composé de plusieurs éléments 
de base. 


Paur définir les éléments de circuits électriques, on utilise les notions de paires de bor- 
nes et de multipôles. 
Bornes de connexion 


Dans un circuit électrique, les connexions entre les parties sont faites par des paires 
de bornes. Une paire de bornes comprend deux «fils de connexion» auxquels on attribue 
une tension v et un courant 1. 


+ 


Figure 1-15 Une tension v et un courant i sont : 
attribués à une paire de bomes. 
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Multipôle 


Un multipôle est un élément électrique qui possède plusieurs paires de bornes. Ainsi, 
on a: 


- dipôle: élément à une paire de bornes, 

+ quadripôle: élément à deux paires de bornes, 
+ hexapôle: élément à trois paires de bornes, 

- etc. 


Les différents multipôles utilisés dans les circuits électriques sont définis dans la figure 
1-16, 


Multipôle 


Dipôle Quadripèle 


i l4 is 


< + 


Figure 1-16 Définition des multipôles dans les circuits électriques 


Les multipôles sont caractérisés par les relations entre les tensions et les courants à 
ses paires de bornes: 


Pour un dipôle: v = f{i} 
Pour un quadripôle: File Gi 12) 
Va [ati 1 12) 


vil HiGiisi) 


Pour un multipôle: Vol = HGpix is) 


È ERGT ia, ss in) 
Ces relations sont appelées les caractéristiques v-i du multipôle. 
La puissante délivrée à un multipôle est égale à: 


P = Viij + Voila + Vaiz +. {1-40} 


Les éléments de base utilisés dans la modélisation des systèmes électriques sont les 
éléments idéaux dont les caractéristiques sont basées sur les phénomènes physiques 
fondamentaux. On peut classifier les éléments électriques en deux catégories: 


- éléments actifs: source de tension, source de courant 
- éléments passifs: résistance, inductance, condensateur, transformateur idéal 
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1.6 Éléments actifs 


Les éléments actifs sont utilisés pour modéliser les sources d'énergie dans un système 
électrique. On définit deux sortes d'éléments actifs: source de tension et source de cou- 
rant. Les sources sont divisées en deux groupes: sources indépendantes et sources 
commandées. 


1.6.1 Sources indépendantes 


Les sources indépendantes possèdent des caractéristiques qui sont indépendantes des 
variables du circuit. 


Source de tension: élément idéal dont la tension aux bornes est égale à une fonction 
spécifique v, indépendamment du courant qui le traverse. 


Source de courant: élément idéal fournissant un courant égal à une fonction spécifi- 
que i, indépendamment de la tension à ses bornes. 


À noter que v, et i, peuvent être des constantes ou des fonctions du temps. 


Source de tension Source de courant 


Figure 1-17 Sources indépendantes. 


La convention de la polarité de la tension et du sens du courant utilisée pour les sour- 
ces est illustrée dans la figure 1-18. 


+ 
T 

l 
£ 


; p=vi 
Vs —+ le v 


Source de tension Source de courant 


Figure 1-18 Convention de signe pour les sources. 


Cette convention de signe signifie que: «la puissance fournie par une source est positi- 
ve», 


Une source peut fournir ou absorber de l'énergie: 
p > 0 : la source fournit de l'énergie 
p < © : la source absorbe de l'énergie 
La figure 1-19 montre quelques exemples de sources indépendantes. 
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= 24 V 
Source de tension Vs 
continue : 
t 


Source de tension 
sinusoïdaie 


Source de courant 
triangulaire 


Source de courant 
(impulsion carrée) 


Figure 1-19 Exemples de sources indépendantes. 


1.6.2 Sources commandées 


Les sources commandées sont des sources de tension et des sources de courant dont 
la valeur dépend d’une tension où d’un courant dans une autre partie du circuit. 


Les sources commandées sont des éléments à deux paires de bornes: une paire est l’en- 
trée et l’autre est la sortie. 


Une source commandée est définie par la relation entre la tension {ou le courant] de 
sortie et la tension (ou le courant) d'entrée. 


Les différents types de sources commandées sont définis dans la figure 1-20. 
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{ [ 
U + t 
: 1 + E 
par une tension 1 Vs HV ' 
[l = F 
(es Û 
En 


LL —_—_—,— 


Source de tension k = constante (sans dimension) 
commandée 


par un courant 


par une tension 


Source de courant Im = Constante {dimension G) 


commandèe 


! (l 
! Î 
! : ] 
par un courant U is as 1 
1 il 
{ ( 


er en = 4 


L 
a = constante {sans dimension) 


Figure 1-20 Les quatre types de sources commandées, 


Remarque: Dans les sources commandées, la dépendance est unilatérale. 


1.7 Éléments passifs 
Les éléments passifs comprennent essentiellement la résistance, linductance, le con- 
densateur et le transformateur idéal. 


On adopte la convention de signe suivante pour les éléments passifs: «la puissance ab- 
sorbée par un élément est positive». 


+ 


| 


Figure 1-21 Convention de signe pour les 
éléments passifs. 


Un élément passif peut absorber ou fournir de l'énergie: 
+ p > 0: l'élément absorbe de l'énergie 
+ p< 0: l'élément fournit de l'énergie 
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1.7.1 Résistance 
La résistance est un élément idéal à deux bornes défini par la relation v-i suivante: 
v = Ri (i-41) 


Dans cette relation, R est une constante appelée résistance. L'unité de résistance est 
Ohm (Q). 


< + 
pl 


Figure 1-22 Résistance. 
On peut écrire (1-41) sous la forme suivante: 


i = (v = Gv (1-42) 


où G = 1/R est la conductance. L'unité de conductance est Siemens (S). 


La puissance dans une résistance est égale à: 
p=vi=Ri-=. (1-43) 


La puissance dans une résistance est toujours positive, ce qui signifie que la résistance 
absorbe toujours de l'énergie. C’est un élément dissipateur d'énergie. 


Exemple 1-1 Tension, courant, puissance et énergie dans une résistance 
Soit une résistance R = 5 Q. Une source de tension carrée d'amplitude 10 V est appli- 
quée à ses bornes. 


> 


Figure 1-23 Une résistance alimentée par une source de tension carrée. 


La relation entre la tension v et le courant i de la résistance R est: v = 5i 


2 
La puissance dissipée dans cette résistance est: p=vi-=sSi = = 


L'énergie dissipée dans cette résistance est: 
2 v? 
w=f pat= f vidt = f si a = f at 
—® — 0 0 5 


La figure 1-24 montre la tension, le courant, la puissance et l'énergie dans la résistance 
R en fonction du temps. 
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Tension 
Courant 
AP= vi 
20 W 
Puissance 
0 0.1 0.2 0.3 0.4 : 
Énergie 


Figure 1-24 Tension, courant, puissance et énergie dans la résistance R. 


1.7.2 Inductance 
L'nductance est un élément idéal à deux bornes défini par la relation v-i suivante: 


v = Ldi (1-44) 
où L est une constante appelée inductance. L'unité d’inductance est Henry (H). 


Ainsi, la tension aux bornes d'une inductance est proportionnelle au taux de variation 
du courant qui la traverse, 


Figure 1-25 Inductance 
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À partir de {1-44), on écrit: 
= sf va (1-45) 
qu encore: 
= E [' vatr À | vdi = to)+ £ | vat (1-46) 


où i{to) est le courant dans l’inductance à l'instant to. 


L'énergie dans une inductance est obtenue en intégrant la puissance: 


É 
w = [via & [ Lidi juil 3 DL (0) LI? (x) (1-47) 
Si i-x) = O alors: 


w 


1124) (1-48) 
2 
L'inductance est un élément accumulateur d'énergie. Elle peut absorber ou fournir de 
l'énergie. 


Exemple 1-2 Tension, courant, puissance et énergie dans une inductance 
Soit une inductance L = 0.2 H. Une source de tension carrée d'amplitude 10 V est con- 
nectée à ses bornes. 


10VE---- 


Figure 1-26 Une inductance alimentée par une source de tension carrée. 


La relation entre la tension v et le courant i de l’inductance L est v = 02% ou bien 


i = sf vdt 


La puissance délivrée à l’inductance est: p=vis= o.2idi 


dt 
L'énergie emmagasinée dans cette inductance est: 


t 
w = f pdt = o.2f idi = O.1i*|., = 0.1i(t)}-0.1i°(-æ) = O.1i*(t) 


La figure 1-27 montre la tension, le courant, la puissance et l'énergie dans l’inductance 
L en fonction du temps. 
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Tension 
SArF------ 
Courant 
Û 0.1 0.2 03 rt 
Puissance 
Énergie 


Figure 1-27 Tension, courant, puissance et énergie dans l’inductance L. 


1.7.3 Condensateur 


Le condensateur est un élément idéal à deux bornes défini par la relation v-i suivante: 


: _ rdv : 
LA (1-49) 


où € est une constante appelée la capacité. L'unité de capacité est Farad (F). 


Ainsi, le courant qui traverse un condensateur est proportionnel au taux de variation 
de la tension à ses bornes. 


Figure 1-28 Condensateur. 
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À partir de {1-49}, on écrit: 
v = af ist (1-50) 
ou encore: 
VE a fier a fiat = vtio+ à [ iàt ü-51) 


où vita) est la tension aux bornes du condensateur à l'instant to. 


L'énergie dans un condensateur est obtenue en intégrant la puissance: 


t 
w = f vidt = f Cvdv = lcv?| = lcv?(t)-1cv°(>) (1-52) 
Le Es 3 "lo 3 
Si v(—w) = © alors: 
w = 30 V0) (1-53) 


Le condensateur est un élément accumulateur d'énergie. I] peut absorber ou fournir de 
l'énergie. 


Exemple 1-3 Tension, courant, puissance et énergie dans un condensateur 


Soit un condensateur C = 1000 uF. Une source de courant carré d'amplitude 0.5 A est 
connectée à ses bornes. 


ls v C = 1000 LF > t 
2 $ 
Figure 1-29 Un condensateur alimenté par une source de courant carré. 
La relation entre la tension v et le courant i du condensateur est i = 10%, ou bien 


ja 1000 [ idt 
0 


-3,dv 


La puissance délivrée au condensateur C est: p=vi= i0 a 


L'énergie emmagasinée dans ce condensateur est: 


2 
w= { pdt = 10 {[ vav = 10Y 


m0 00 


L 2 2 
nf v = v/C)] _ -3 2 
Le 10 =) = 0.5x10 v?(t) 


La figure 1-30 montre le courant, la tension, la puissance et l'énergie dans le conden- 
sateur € = 1000 uF en fonction du temps. 
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Courant 


Tension 


Puissance 


Énergie 


Figure 1-30 Courant, tension, puissance et énergie dans le condensateur C. 


1.7.4 Transformateur idéal 


Le transformateur idéal est un élément à deux paires de bornes qui représente le cou- 
plage mutuel entre deux bobines dans un système électrique. Les relations entre les 
tensions et les courants d’un transformateur idéal sont: 


Vi = AV) (1-54) 
15 
1] : rs {1-55) 


où à est défini comme le rapport de transformation du transformateur, 


+:i* + 
LR 1V2 
I 1. 


Figure 1-31 Transformateur idéal. Primairé — Secondaire 
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Exemple 1-4 Tension et courant d’un transformateur 
Une source de tension v, est connectée au primaire d’un transformateur de rapport a 
= 4, Une résistance R est connectée au secondaire du transformateur. 


Figure 1-32 Un transformateur avec une charge résistive. 


On a: 
Vi = Vs = 4V 
La tension au secondaire est égale à: 
Vi LA 
27474 
Le courant au secondaire (dans la résistance R) est égal à: 
: VR Vs 
IR R 34R 
Le courant au primaire (dans la source v,) est égal à: 


ir . (VR’R) : (vs /(4R)) : Va 


A nr p 4 16R 


1.8 Amplificateur opérationnel 


L’amplificateur opérationnel est un composant électronique complexe, disponible sous 
forme de circuit intégré, que l’on appelle communément «ampli op». Un amplificateur 
opérationnel est constitué de plusieurs éléments: transistors, diodes, résistances, con- 
densateurs. Les amplificateurs opérationnels sont utilisés comme éléments actifs dans 
les circuits électroniques analogiques pour réaliser diverses fonctions: amplificateur, 
oscillateur, filtre, comparateur, sommateur, etc. 

Il existe plusieurs sortes d'amplificateur opérationnel. La plus utilisée est un amplifica- 
teur de tension avec des caractéristiques proches des caractéristiques idéales: gain très 
élevé, impédance d'entrée très élevée, impédance de sortie trés faible. 


La figure i-33 montre un amplificateur opérationnel réel (le uA741) avec son circuit in- 
terne et ses caractéristiques. 
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schematic 
Vcc+ 


Component Count 
Yranslelocs- 22 
Resistors —11 
Diode 1 
Capaclior —-1 


Circuit interne 


OFFSET N1 
OFFSET N2 


UA741M ...JG FPACKAGE 
uA741C, uA741l ... D OR P PACKAGE 


{TOP VIEW) 


Boitier Connexions externes w 
OFFSET N1[ 1 8 [| NC 


IN-{] 2 7 Vec: 
IN+[E a 6 [] OUT 
Vcc-Ù 4 5 L OFFSET N2 


IN- Av = 100000 
OUT BW = 100 Hz 
IN+ Caractéristiques Ri = 1MQ 
Ro = 100 €2 


Symbole 
Source: Texas instruments Inc. 
Figure 1-33 Le uA741 - Un amplificateur opérationnel réel. 


(Remarque: Le uA741 est l’amplificateur opérationnel le plus utilisé de tous les temps!) 
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Le modèle d’un amplificateur opérationnel idéal est une source de tension commandée 
par une tension tel qu'illustre la figure 1-34. 


Figure 1-34 Amplficateur opérationnel idéal. À = gain en tension 


Dans ce modèle, v; est la tension d'entrée, v, est la tension de sortie, et À est le gain en 
tension de l’amplificateur opérationnel. 

On peut ajouter au modèle idéaï deux résistances (R; et R,) qui représentent les résis- 
tances d'entrée et de sortie. On obtient ainsi un «modèle simple» d'un amplificateur opé- 
rationnel, illustré dans ia figure 1-35. 


Figure 1-35 Modèle simple d’un ampli- 
ficateur opérationnel. 


À = gain en tension 
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Exercices 


1.1 Une source de tension v, est connectée aux bornes d’une résistance de 10 Q. 


Figure E1.1 


Déterminer et tracer en fonction du temps ia tension, le courant, la puissance et l’énergie 
dans cette résistance. 


1.2 Une source de tension v, est connectée aux bornes d’un condensateur de 250 uF. 


Figure E1.2 


Déterminer et tracer en fonction du temps la tension, le courant, la puissance et l'énergie 
dans ce condensateur. 


1.3 Une source de tension v, est connectée aux bornes d’une inductance de 100 mH. 


il 


L = 100 mH 


Figure E1.3 


Déterminer et tracer en fonction du temps la tension, le courant, la puissance et l'énergie 
dans cette inductance. 
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1.4 Soit le circuit montré dans la figure EL.4. 


Vs 
24 V 
R soi 
t 
Le, 0.1 s 
=100 0 L = 200 mH 
Figure E1.4 


Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i,, le courant i, et l'énergie accumulée 
dans l’inductance L. 


1.5 Soit le circuit montré dans la figure E1.5. 


4 L 
+ 
+ 
| o + ; L 4 + : 


C = 200 uF R=600 


Figure EI.5 


Déterminer et tracer en fonction du temps la tension ve, la tension vR, l'énergie dissipée 
dans la résistance R et l'énergie accumulée dans le condensateur C. 


1.6 Une résistance de 20 {2 est connectée à une source de tension sinusoïdale par l'intermédiai- 
re d’un transformateur idéal de rapport 5. 


À E] 
i4 5:41 i) 160 V 
—+- »- 
£ + . ; 
Vs > t 
E 0 ms 


R=20Q 460V 


Figure EI.6 


Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i;, le courant i, et la puissance dissi- 
pée dans la résistance KR. 
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1.7 


1.8 


Une source de tension v, alimente trois éléments R, L, € connectés en série. 


> À 
ms 


E=250mH C=1000uF R=200 
Figure E1,7 


La tension v, aux bornes de l'inductance est donnée dans la figure E1.7. 

a) Déterminer et tracer en fonction du temps les tensions ve, vR et vs. 

b) Déterminer et tracer en fonction du temps la puissance et l'énergie fournies par la source 
Vs: 

Remarques: 

- Le même courant circule dans les trois éléments R, EL, C. 


- La tension v, est égale à la somme des tensions v4, vo et VR Vé = VL+Vo+VR 


Soit le circuit montré dans la figure El.8. 


3 | 


Figure E1.8 


a} Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i, et la puissance dissipée dans la 
résistance R3. 


b) Déterminer et tracer en fonction du temps la puissance fournie par la source v,. Compa- 
rer avec la puissance dissipée dans la résistance R:. 
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Chapitre 2 


LOIS ET THÉORÈMES DE CIRCUITS 


Dans ce chapitre, les lois fondamentales qui régissent les relations entre les variables 
des circuits électriques sont étudiées. Les théorèmes de Thévenin et de Norton qui per- 
mettent de déterminer les équivalents d'un circuit sont présentés et appliqués à des cir- 
cuits résistifs simples. La notion de linéarité des circuits électriques est introduite. 


2.1 Branches et noeuds d’un circuit électrique 


Un circuit électrique (ou un réseau électrique) est un ensemble d'éléments idéals (in- 
cluant les sources et les éléments passifs) qui sont connectés ensemble de façon à cons- 
tituer le modèle d’un système électrique. 

Les éléments constituent des branches du circuit. 

Les points de connexion des éléments sont appelés les noeuds du circuit. 


nr 


L 
Fe 


Branches 


Noeuds 


Figure 2-1 Branches et noeuds d’un circuit électrique. 


Dans chaque branche du circuit, on peut définir une variable «tension v»et une variable 
«courant i» en utilisant la convention de signe montrée dans la figure 2-2. 


Figure 2-2 Convention de signe pour un élément à deux bomes. 
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2.2 Lois de Kirchhoff 


Les relations entre les courants à un noeud et entre les tensions dans un parcours fer- 
mé d'un circuit électrique sont définies par les deux lois de Kirchhoff: loi des courants 
et loi des tensions. 


2.2.1 Loi des courants 
La loi des courants de Kirchhoff est énoncée comme suit: 
La somme algébrique des courants à un noeud d’un circuit électrique est égale à zéro. 
On écrit: 
N 
Rs il, = O à un noeud {2-1} 
k=1 
On applique la convention de signe suivante: 
* courant qui arrive à un noeud: signe + 
* courant qui quitte un noeud: signe - 


l—-io—iatig-is = 0 


au noeud À 


Figure 2-3 Loi des courants de 
Kirchhoff. 


On déduit que: 
La somme des courants qui arrivent à un noeud est égale à la somme des courants qui le 
quittent. 


Alors, pour le noeud A montré dans la figure 2-3, on peut écrire: 
lit = btiatis (2-2) 
On peut généraliser la loi des courants pour une surface fermée: 


La somme des courants qui entrent dans une surface fermée est égale à la somme des 
courants qui en sortent. 


2.2.2 Lois des tensions 


La loi des tensions de Kirchhoff est énoncée comme suit: 


La somme algébrique des tensions dans un parcours fermé d’un circuit électrique est éga- 
le à zéro. 


On écrit: 


N 
7 vx = 0 dans un parcours fermé (2-3) 
kel 
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On applique la convention de signe suivante: 

En suivant un sens donné sur le parcours: 
* si la borne + est rencontrée avant: la tension a je signe + 
* si la borne - est rencontrée avant: la tension a le signe - 


dans le parcours ABCDE 


Vi-Vat Va-Va- V5 70 


Figure 2-4 Loi des tensions de Kirchhoff. 


On déduit que: 


La tension entre deux noeuds donnés est égale à la somme algébrique des tensions sur 
n'importe quel parcours qui relie ces deux noeuds. 

Alors, dans le circuit de la figure 2-4 la tension van peut être calculée en suivant les 
deux parcours ABCD et AED: 


Van = Vi Vot V3 = Vs + V4 (2-4) 


Exemple 2-1 Application des lois de Kirchhoff à un circuit électrique 
Soit te circuit montré dans la figure 2-5. 


Figure 2-5 Un circuit à six éléments. 


Ce circuit comprend 2 sources et 6 éléments. Les tensions et les courants sont définis 
tel qu'indiqué dans la figure. 


En appliquant ta loi des courants à des noeuds B, C et D on obtient les équations sui- 


vantes: 
l1+19 = Ô au noeud B 
—lb+i3-ig+is = O au noeud C 
istigtis = 0 au noeud D 


En appliquant la loi des tensions aux parcours fermés ABCE, CEC et CDE on obtient 
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les équations suivantes: 


Vs = Vi-Vo-Va dans le parcours ABCE 


vs+v4 = 0 dans le parcours CEC 


Va = —VotVé dans le parcours CDE 


2.3 Dipôles équivalents 


Un dipôle est un circuit à une paire de bornes auquel on a attribué une tension v et un 
courant 1. Un dipôle est défini par la relation entre la tension v et le courant i, v = f{i}, 
que l’on appelle la relation v-i. 


v=-2.5i + 10 


(a) tb) 


Figure 2-6 Un dipôle électrique. 
{a} Les variables d’un dipôle. (b}) Un exemple de relation ui. 


Deux dipôles sont définis équivalents si leurs relations v-i sont identiques. 
Le concept de dipôles équivalents (ou circuits équivalents) permet de simplifier l’analy- 
se lorsqu'on s'intéresse seulement aux variables externes du dipôle. 


2.3.1 Équivalent série de sources de tension 


Considérons deux sources de tension v,1 et v,2 connectées en série. Le même courant 
circule dans les deux sources. 


Figure 2-7 Équivalent série de deux sources de tension. 


En appliquant la loi des tensions, on peut écrire: 
V= V, + Vs {2-5} 
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Par conséquent, l'équivalent de deux sources de tension connectées en série est une 
source de tension égale à la somme des deux sources. 


Ce résultat peut être généralisé au cas de plusieurs sources de tension en série. 


Remarque: Les sources de tension ne peuvent étre connectées en parallèle car cette 
connexion ne respecte pas la loi des tensions de Kirchhoff, 


Exemple 2-2 Sources de tensions en série 
On connecte en série deux sources de tension: v,, = 20 et v,2 = 15sin(2000nt). 


On obtient une source de tension équivalente égale à: 
Vs = Ve1 * Vs2 = 20 + 15sin(20007t) 


Vs1 


Lé 20 V 


Figure 2-8 Équivalent de deux sources de tension en série. 


2.3.2 Équivalent parallèle de sources de courant 


Considérons deux sources de courant i,1 et 1,2 connectées en parallèle. Les deux sour- 
ces de courant ont la même tension à leurs bornes. 


Figure 2-9 Équivalent parallèle de deux sources de courant. 
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En appliquant la loi des courants, on peut écrire: 

1 ls1tls2 (2-6) 
Par conséquent, l'équivalent de deux sources de courant connectées en parallèle est 
une source de courant égale à la somme des deux sources. 
Ce résultat peut être généralisé au cas de plusieurs sources de courant en parailèle. 


Remarque: Les sources de courant ne peuvent être connectées en série car cette con- 
nexion ne respecte pas la loi des courants de Kirchhoff. 


Exemple 2-3 Sources de courant en parallèle 
On connecte en parallèle deux sources de courant: i,, = 10 mA et i,9 # 20sin(2000nt) 
mA suivant la connexion montrée dans la figure 2-10. 


Figure 2-10 Équivalent de deux sources de courant en parallèle. 


On obtient une source de courant équivalente de valeur: 
is = is1 = 182 = [10 - 20sin(2000nt}] mA 


2.3.3 Équivalent série d'éléments - Diviseur de tension 


Équivalent série de résistances 
Considérons deux résistances R, et R; connectées en série tel que montré dans la figure 
2-11. 


Les courants dans les deux résistances sont identiques: i=i] = 


À l’aide des lois de Kirchhoff, on écrit: 
v=vit+v = Rii+Roi = (R; + Ro)i (2-7) 
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Reg = R1 +R 


Figure 2-11 Équivalent série de deux résistances 


Cette relation v-1 est identique à celle d'une résistance unique R., dont la valeur est 
donnée par la relation suivante: 


Reg = Ri + R2 (2-8) 


La tension v à l'entrée est divisée en deux tensions v; et vs aux bornes de chaque ré- 
sistance R, et R:. Ces tensions sont données par les relations suivantes: 


Vi = 


Û 
x 
« 


(2-9} 


Vo = v {2-10} 


Ces relations constituent la loi du diviseur de tension. 


Généralisation: Équivalent série de plusieurs résistances 
Pour le cas de N résistances connectées en série, 
- la résistance équivalente est égale à la somme de toutes les résistances 


Reg = Ri+ R2+ + Ra (2-11) 
- la tension aux bornes d’une résistance R, est donnée par la loi du diviseur de tension: 
Vy = Exv (2-12) 


eq 
où v est la tension totale aux bornes des N résistances. 


Exemple 2-4  Diviseur de tension 
Une source de tension sinusoïdale v, = 120sin(500nt} est connectée à trois résistances 
en série. 


Figure 2-12 Exemple de diviseur 
de tension 
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La résistance équivalente des trois résistances en série est égale à: 
Req = R1 + Ro + R3 = (15 + 25 + 20} Q = 60 Q 
Les tensions aux bornes de R;, R2, et R; sont données par la loi de diviseur de tension: 


R 
VER Ve = g91208in(S00nt) = 30sin(S00nt) 
eq 
R 
V2 = Rive = 2 120sin(500nt) = S0sin(500nt) 
eq 
R 
V3 = Re = 25 120sin(500nt) = 40sin(S00nt) 


Équivalent série d’inductances 
En utilisant la même approche pour les résistances, on détermine l'équivalent de deux 
inductances connectées en série comme: 


La = Lit {2-13) 


e 


— Leg = La + Lo 


Figure 2-13 Équivalent série de deux inductances. 


Les tensions v; et v2 aux bornes des inductances en série sont données par la loi du 
diviseur de tension inductif: 


“1 2-14 
= ——— X Pa 
APE L EM 
5 (2-15 
Va = se X V L 
2 "Lil, 
Généralisation: Équivalent série de plusieurs inductances 
Pour le cas de N inductances connectées en série, 
- l'inductance équivalente est égale à la somme de toutes les inductances: 
La = Li+L,+..+Liy {2-16) 
- la tension aux bornes d’une inductance L, est donnée par la loi du diviseur de tension 
inductif: 
Li 
ve =Exv (2-17) 
eq 


aù v est la tension totale aux bornes des N inductances. 
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Équivalent série de condensateurs 


En utilisant la même approche pour les résistances, on détermine l'équivalent de deux 
condensateurs connectés en série comme: 
C1C2 


ej CirC {2-18) 


is 


+ 


< 


+ 
+ 
Le C: 
Ÿ En 
+ 
V2 | Co 
Figure 2-14 Équivalent série de deux condensateurs. 


Les tensions v], et v, aux bornes des condensateurs en série sont données par la loi du 
diviseur de tension capacitif: 
C 
= 2 ÿ 
Ci+C 


< 
i 


v (2-19) 


Ci 


Foret {2-20) 


Généralisation: Équivalent série de plusieurs condensateurs 
Pour le cas de N condensateurs connectés en série, 
- le condensateur équivalent est donné par: 


1 Î 1 { 
— = tt. +t— {2-21) 
Ceq Ci C Cn 
- la tension aux bornes d'un condensateur C4 est donnée par la loi du diviseur de ten- 


sion capacitif: 
C. 
v = —S%xy 2-22 
FOUT Al 


où v est la tension totale aux bornes des N condensateurs. 


2.3.4 Équivalent parallèle d'éléments - Diviseur de courant 
Équivalent parallèle de résistances 


Considérons deux résistances R, et R; connectées en parallèle tel que montré dans la 
figure 2-15. 


La même tension se retrouve aux bornes des deux résistances: v = vi = v, 
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— v 9 R;+R 
Figure 2-15 Équivalent parallèle de deux résistances. 
À l’aide des lois de Kirchhoff, on écrit: 
; | j 4 V 1 L 4 4 
lzhthbh==ti— == ————— > — (2-23} 
V 2 R, R G R) ( R,R; ) Ru 
Ri+R; 


Cette relation v-i est identique à celle d’une résistance unique Reg dont la valeur est 
donnée par la relation suivante: 


] 1 1 
— = —+— (2-24) 
RQ R; R; 
ou bien 
R;R2 
Req = R,+ R; {2-25) 


Le courant i à l'entrée est divisé en deux branches i, et is. Chaque courant peut être 
calculé: 


R 
i, = RrR"i (2-26) 
ASE EU (2-27) 
2 = 
R;+R; 


Ces relations constituent la loi du diviseur de courant. 


Généralisation: Équivalent parallèle de plusieurs résistances 
Pour le cas de N résistances connectées en parallèle, 
- la conductance équivalente est égale à la somme de toutes les conductances: 
Gea = G1+G2+..+Gn (2-28) 


- le courant dans une résistance R, est donné par la loi du diviseur de courant: 


MER = (2-29) 
eq 


où 1 est le courant total. 
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Exemple 2-5  Diviseur de courant 
Une source de courant i, = 1.5 A alimente trois résistances en parallêle. 


Figure 2-16 Exemple de diviseur de courant. 


La conductance équivalente des trois résistances en parallèle est donnée par: 


1 1 Ï 1 1 1 1 17 
Sea Re 1 G2+Gs = RÉRŸR, 10 20° 50 100 ” 
On déduit la résistance équivalente: 
l 100 


Les courants dans R;, R:, et R; sont donnés par la loi du diviseur de courant: 


R 

1 = Rois © SR (1.5) = 0.882A 
R 

y = RA = 21.5) = 0,441A 
R 

i3 = pois © SÉS2 (1.5) = 0.177A 


Équivalent parallèle d’inductances 
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En utilisant la mêrne approche pour les résistances, on détermine l'équivalent de deux 


inductances connectées en parallèle: 
_ LL, 
ea = 
4 L,+L 


L 


Figure 2-17 Équivalent parallèle de deux inductances. 


(2-30) 


Les courants i, et i, dans les inductances en paraïlèle sont donnés par la loi du diviseur 


de courant inductif: 
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L) 


ja 3 2-31 

SEL Een 
> he (2-32) 
L,+L, 


Généralisation: Équivalent parallèle de plusieurs inductances 
Pour le cas de N inductances connectées en parallèle, 
- l'inductance équivalente est donnée par: 


Te Ts (2-33) 


Îk = 9 >; (2-34) 
où i est le courant total. 


Équivalent parallèle de condensateurs 


En utilisant la même approche que pour les résistances, on détermine l'équivalent de 
deux condensateurs connectés en parallèle: 


Ceq = C; + Co (2-35) 


= v Co = C1 +C2 


Figure 2-18 Équivalent parallèle de deux condensateurs. 


Les courants 1, et i, dans les condensateurs en parallèle sont donnés par la loi du di- 
viseur de courant capacitif: 


C 

= si (2-36) 
C; +Co 

lard (2-37) 

2 C4 


Généralisation: Équivalent parallèle de plusieurs condensateurs 
Pour le cas de N condensateurs connectés en parallèle, 
- la capacité équivalente est égale à la somme des capacités: 
Cea = Ci+Cs+..+Cn {2-38) 


Chapitre 2 Lois et théorèmes de circuits 43 


- le courant dans un condensateur CX est donné par la loi du diviseur de courant capa- 
citif 


= xi (2-39) 
où iest le courant total. 


2.3.5 Equivalent “source de tension - source de courant” 


Considérons un dipôle D (avec deux bornes A-B) composé d'une source de tension vs 
en série avec une résistance R.. 


1D Rs ll Û 
! À 
{ Û + 
1 + Û 
1 Vs l v 
le | 
Figure 2-19 Dipôle composé d'une source | ; 
de tension en série avec une résistance. B 
La relation v-i du dipôle s'écrit: 
vz=R,i+v, {2-40) 
Cette relation peut être exprimée sous forme: 
. v Vs 
is — {2-41) 
R, R, 
Dans cette dernière relation, chaque terme du deuxième membre représente un cou- 


rant: 


LA à . : : 2 
R ” courant dans une résistance R, avec la tension à ses bornes égale à v, 


F = source de courant qui arrive au noeud A. 


À partir de cette relation, on peut établir un circuit équivalent du dipôle D qui est cons- 
titué d’une source de courant i, èn parallèle avec une résistance égale à R, avec: 


. Va 
= {2-42) 


Figure 2-20 Dipôle équivalent composé 
d’une source de courant en parallèle avec 
une résistance. 


Cette équivalence peut être appliquée dans les deux sens pour convertir «une source de 
tension en série avec une résistance» en «une source de courant en parallèle avec une 
résistance» et vice versa. 
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La figure 2-21 montre l'équivalent source de tension-source de courant qui peut être uti- 
lisé pour simplifier l’analyse des circuits complexes. 


PE panne Em te nl e 
I Rs TL i 
I A 1 
Û | + 1 
Ü + | i 
1 Vs L v —> i 
‘ | 1 
I 7 | 4 
1 58 I 
| Vs = Rsis l | 


Figure 2-21 Équivaient “source de tension-source de courant”. 


2.4 Théorèmes de Thévenin et de Norton 


Les théorèmes de Thévenin et de Norton permettent de déterminer le circuit équivalen 
d'un dipôle. 


2.4.1 Théorème de Thévenin 


Le circuit équivalent d’un dipôle D est constitué d’une source de tension vr en série ave 
une résistance Ry, avec: 
vr= tension aux bornes du dipôle en circuit ouvert (lorsque le dipôle n'est pas 
connecté à un autre circuit}, 
Rr= résistance équivalente du dipôle lorsque toutes les sources indépendantes 
du dipôle sont annulées. 


i Û Rr EL 
o À VW—-#——0 À 
+ { [l + 
— 0 + Û 
v — UVr Û v 
U Û 
: L | - 
o B [ B 


Figure 2-22 Équivalent de Thévenin. 


Remarque: 
+ Source de tension de valeur 0 = court-circuit 


+ Source de courant de valeur © = circuit ouvert 
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+ 
vs=0V = Court-circuit 
| : = _ Circuit 
Figure 2-23 Annulation des sources i 0 A —= “es 
de tension et de courant. I 


2.4.2 Théorème de Norton 


Le circuit équivalent d’un dipôle D est constitué d’une source de courant in en parallèle 
avec une résistance Ry, avec: 
iv = courant en court-circuit du dipôle (courant qui circule dans un court-circuit 
reliant les deux bornes du dipôle), 
Ru= résistance équivalente du dipôle lorsque toutes les sources indépendantes 
du dipôle sont annulées. 


Dipôle 


| 
| 
| 
| 
D t 
) 
Ü 
1 


Figure 2-24 Équivalent de Norton. 


On peut remarquer que: 
- la résistance Thévenin Rr et la résistance Norton Ry sont identiques, 


- la source Thévenin et la source Norton sont reliées par: vr = Rriy. 


Exemple 2-6  Équivalents Thévenin et Norton d’un dipôle 
Considérons le dipôle D montré dans la figure 2-25. 


Dipôle D; 


! 

1 

{ 

! 

Î 

I 
Figure 2-25 Un dipôle contenant une source 
de tension et des résistances. 


Nous ailons déterminer les équivalents Thévenin et Norton de ce dipôle en utilisant les 
définitions données plus haut. 


46 CIRCUITS ÉLECTRIQUES 


La résistance Thévenin (ou la résistance Norton) du dipôle est la résistance équivalente 
vue aux bornes AB lorsque toutes les sources indépendantes du dipôle sont annulées: 


Rr = Ry = (150Q 111000) = 600. 


Figure 2-26 La résistance Thévenin est 
obtenue en annulant toutes les sources 
du dipôle. 


La tension Thévenin est égale à la tension aux bornes AB en circuit ouvert, que l’on peut 
calculer en utilisant la loi du diviseur de tension: 


vy = —100 y, = 48V. 
(100 +150) * 


Figure 2-27 La tension Thévenin est la 
tension aux bornes A-B lorsque le dipôle 
est en circuit ouvert. 


EE = 7 = BA 
Nr Son 10 
150 É 
ANS ï A 
Ù 
l + ! 
1 Vs 10nS ! In 
[ I 
! | 
Figure 2-28 Le courant Norton est le courant Ù B 
dans un court-circuit aux bornes A-B. Mer 30V 7" "7 À 


Les équivalents Thévenin et Norton du dipôle D ainsi obtenus sont montrés dans la fi- 
gure 2-29. 
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Figure 2-29 Équivalents Thévenin et Norton du dipôle D. 
{a} Équivalent Thévenin. {b) Équivalent Norton. 


2.5 Transfert maximal de puissance 


Dans cette section, on considère le problème d'optimisation du transfert de puissance 
d'une source vers une charge résistive, 

Soit une source qui alimente une charge résistive R,4. On peut représenter la source 
par son équivalent Thévenin qui comprend une source de tension vr en série avec une 
résistance Rr. 


Source, Rr 1 j Charge 
( 
1 | + 
Do | 
! (l 
i "+ | à Roch 
fr 7 k 
| j - 
I L 8 


Figure 2-30 Une source qui alimente une charge résistive. 


Le courant dans la charge est égale à: 


Vr 


FA RER 


(2-43) 
La puissance dans la résistance R,4 est égale à: 


2 Vr 2 
Pen = Rent = Rn(r—r—) (2-44) 
On peut remarquer que cette puissance varie en fonction de la valeur de R,. 

La dérivée de P.1 par rapport à R,4 est donnée par: 


2 2 
dP.p = v2 Rr-R 


TT 
dRch  (Rr+Rop)° 


(2-45) 
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La puissance dans la charge est maximale lorsque IR. 0 , c'est à dire lorsque Rp 
ch 
: Rr. 
La puissance maximale dans la charge sera: 
y? 
EL - 
Pen(max) = 2; (2-46) 


La figure 2-31 montre la puissance P,4 dissipée dans la charge en fonction de la résis- 
tance de charge R,h:. 


ALES = mes Et a eme 


Figure 2-31 La puissance dans Rey en fonction de Rep. 
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2.6 Linéarité des circuits électriques - Principe de superposition 


2.6.1 Définition de système linéaire 


Un système effectue une opération sur le signal d'entrée x pour donner le signal de sor- 
tie y. 
Système 
Entrée Sortie 
x F ÿ 


F = opération effectuée par le système sur le signal d'entrée 


Figure 2-32 Un système est défini par l'opération qu'il effectue sur le signal d'entrée. 


Un système est défini par la relation entre la sortie y et l'entrée x: 

y = F{x) {2-47} 
Un système est dit linéaire si la relation entre la sortie y et l’entrée x possède les carac- 
téristiques suivantes: 


+ Si l'entrée est multipliée par une constante a, la sortie sera multipliée par la même 
constante: 


Si X=Yy alors ax — ay 
+ Si l'entrée est égale à une somme (xi+x2), la sortie sera égale à une somme (y1+y2), 
avec y, est la sortie correspondante à x,, et y: est la sortie correspondante à x2: 

Si x, — y] ET x2 = Yo alors X1+Xo = YitTY2 
Ces deux caractéristiques peuvent être combinées en une seule qui s'énonce comme 
suit: 
Un système est linéaire si une combinaison linéaire de plusieurs fonctions appliquée à 


l'entrée produira à la sortie la même combinaison linéaire des sorties prises individuel- 
lement: 


Si x] — y1 ET X9 = Yo alors ax1tbxo = ayitbyo 


Exemple d’un système linéaire 
Considérons un système dont la relation entre l’entrée la sortie y et l'entrée x est: 


- dx 
YF 4 


= dx 
mes 7: Y® ot 
Figure 2-33 Un système linéaire. 


Nous vérifions le fonctionnement du système: 


dx d dx 
X—> — alors ax > —{ax] = a — 
dt atl dt 
Nous constatons que si l'entrée est multipliée par une constante «a» la sortie est multi- 


pliée par cette même constante. 
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Continuons avec la deuxième propriété: 


dx; dx 

X1 — re et X2 — PTE 
d dx, dx 
alors (x,+X2) = al +X)] = PET 


Nous constatons que si l'entrée est la somme de x, et x, la sortie est la somme des 
nie dx dx 

deux sorties individuelles 1 et 2. 

dt dt 


Donc, ce système est un système linéaire parce qu'il possède les deux propriétés requi- 
ses. 


Exemple d’un système non linéaire 
Considérons un système dont la relation entre l'entrée la sortie y et l'entrée x est: 


Y=x 


Figure 2-34 Un système non linéaire. 


Nous vérifions le fonctionnement du système: 


2 2:2 2 
x — x? alors ax = (ax) = a x #ax 


Nous constatons que si l'entrée est multipliée par une constante «a» la sortie n'est pas 
multipliée par cette même constante. 


Continuons avec la deuxième propriété: 


2 2 
X1 = X1 ét X2 > X; 


2 2 2 2 2 
alors (Kit) = (Ki + x) = XI +X5 + 2X)X05 # X1 + X2 
Nous constatons que si l'entrée est la somme de x; et x, la sortie n'est pas égale à la 
Re NL 
somme des sorties individuelles x + x; . 


Donc, ce système n’est pas un système linéaire parce qu'il ne possède pas les deux pro- 
priétés requises. 


2.6.2 Linéarité des circuits électriques 
On peut démontrer que les éléments R, L, C, transformateur idéal, et les sources com- 
mandées sont des éléments linéaires. 
Résistance: v=R 
- Étant donné v, = Ris et vo = Ri 
- Sii= ai, + bi alors v = R{ai + bis) = aRi, + bRi, = avi + bvo 
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Inductance: v = Ldi 
Rs dt 
Étant donné Len t de 
- Étant donné v, = L—— et v, = L—< 
L dt 2 dt 


d d 
- Siis= ai, + bi, alors v = LE (ai, +bi,) = aL— + bL2 = avi+bvo 


; cd 


Candensateur: 1=C— 
dt 


dvo 


. _. dv; . 
- Étant donné 1, = C=—— et, = era 


dt 


sn ; d Vi Va : : 
- Siv = av, + bvs alors i = C—(av, +bv,) = aC—— + bC-—< = ai, +bi 
} * at 1 2) dt dt Lee 


Transformateur idéal: Vp = avsetib = is/a 


- Ces relations sont des relations linéaires parce que «a» est une constante. 


Sources commandées: 


- Dans une source commandée, la relation entre la sortie et l’entrée est linéaire 
parce que la multiplication par une constante est une opération linéaire. 


On peut constater que les circuits électriques qui contiennent seulement des éléments 
R, L, C, des transformateurs idéals et des sources commandées sont des combinaisons 
d'éléments lméaires. Les variables dans ces circuits respectent les lois linéaires (lois de 
Kirchhoff}. Par conséquent, ces circuits électriques sont des systèmes linéaires. 


2.6.3 Principe de superposition 


Le principe de superposition découle directement des propriétés des systèmes linéaires. 
Peur les circuits électriques linéaires, ce principe s'énonce comme suit. 


Lorsqu'un circuit électrique linéaire est excité par plusieurs sources, l’analyse du cir- 
cuit peut être effectuée en considérant une seule source à la fois, les autres sources 
étant annulées. La réponse totale sera égale à la somme de toutes les réponses indivi- 
duelles. 
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Exemple 2-7 Analyse d’un circuit électrique par la superposition 
Soit le circuit montré dans la figure 2-35. On désire calculer la tension v, aux bornes 
de la résistance 150 Q. 


Figure 2-35 Un circuit alimenté par deux sources différentes. 


Réponse due à la source v, seule 


On annule la source de courant i, en la remplaçant par un circuit ouvert, comme illustré 
dans la figure 2-36. 


vs = 120 V 100< vip 15 AS xt 


Figure 2-36 Réponse due à la 
source v, seule. 


B 


On calcule la tension v,, en appliquant successivement deux fois la loi du diviseur de 
tension: 


__ 150 
Vx1 7 {180+50) ‘AB 


R 
Le _ AB _ _100(150 +50) à _ 70 
OÙ Vag = Mas + 100) 100) * “s avec Rap {100 + 150 + 50) 66.670. 
Alors: 
- 150, 66.67 x 120V = 36V 


Vx1 © (150+ 50) (66.67 + 100) 


Réponse due à la source i, seule 

On annule la source de tension vs en la remplaçant par un court-circuit, comme illustré 
dans la figure 2-37. 

La tension v,, est égale à 150,2. 

On calcule le courant i,2 en appliquant la loi du diviseur de courant: 


i SR te 
*2 7 [(100Ï100)+150]+50 
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Alors: 


Vu = 150 x 0” 1.5A = -45V 


Figure 2-37 Réponse due à la 
source 1, seule. 


Superposition 
La tension v, est égale à la somme des deux tensions v,, et v,2 calculées séparément: 


Vs = Vy1+Veo = 36V-45V = -9V 


x 


2.7 Analyse des circuits résistifs 


Les circuits résistifs sont des circuits qui contiennent seulement des sources et des ré- 
sistances. De façon générale, on peut appliquer les notions fondamentales des paragra- 
phes précédents (équivalents série et parallèle, équivalents Thévenin et Norton, lois de 
diviseurs de tension et de courant) pour réduire et simplifier le circuit afin de pouvoir 
calculer les tensions et courants dans le circuit. Lorsque le circuit est excité par plu- 
sieurs sources, on applique le principe de superposition pour séparer le problème com- 
plexe en plusieurs problèmes simples. 


L'exemple 2-8 illustre cette approche. 


Exemple 2-8 Analyse d'un circuit résistif 
Considérons un circuit résistif sans sources commandées. 


NN Nr 
Ld 
R,=300 
R:=60 0 
R3=40 0 
Ra = 100 Q 


vs = 120sin(500nt) ù 


Figure 2-38 Un circuit résistif avec deux sources. 


On remplace les parties droite et gauche du circuit par leurs équivalents Thévenin, 
avec: 
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Vri = 20:30 80sin(5007t) 
30 x 60 
= 277 = 20Q 
Rri 30 +60 È 
Vra = 100@x .5A = 5OV 


he 
LE à 


a = 


CIRCUITS ÉLECTRIQUES 


R,=300 
Ra =60n 
R,=40Q 
Ra = 100 Q 

ve = 120sin(500xt) 
ï, = 0.5 À 


4 


# 


Figure 2-39 Chaque partie du circuit est remplacée par son équivalent Thévenin. 


On peut calculer le courant i; à partir de ce circuit équivalent simple: 


= O.5sin(5001t)-0.3125 


— Vri -Vr2 _ 80sin(500nt) -50 
Rr1 + R3 + Rro 20 + 40 + 100 
La tension v,. est égale à: 
Vac = Vri- Rriz = 80sin(5007t}-20(0.5Ssin(500nt)-0.3125) 
v,. = 70sin(5007t) + 6.25 


La tension v}, est égale à: 


Vpe = Vr2 + Roi = 50 + 100(0.5sin(5001t)-0.3125) 


Vhe = S0sin(5007t) + 18.75 


Les autres tensions et courants du circuit peuvent être calculés à partir de ve et vs. 
Par exemple: 


v — Vac 


120sin(500n1t) - 70sin(500nt)-6.25 


30 


= 1.67sin(500nt)-0.21. 
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Exercices 


2.1 


2.2 


2.3 


Figure E2.3 


Soit le circuit montré dans la figure E2.1 
R4 L 
ANS 1000 
+ L 
Vs C5 
Ra 
Figure E2.1 
a) [Identifier les noeuds et les branches du circuit. 
b) Identifier les variables tension et courant des éléments. 
c) Appliquer la loi des courants de Kirchhoff à tous les noeuds et la loi des tensions de Kir- 
chhoff à quelques parcours fermés du circuit. 
Soit le circuit résistif montré dans la figure E2.2. 
Ra 
ANA 
15 Q 
+ 
Vs RS$2000 R$S500 RS 1000 
Figure E2.2 


Vs = 150sin(120nt) 


a) Déterminer la résistance équivalente vue par la source v.. 


b) Utilisant les lois du diviseur de tension et du diviseur de courant, déterminer les cou- 
rants et les tensions dans chaque résistance du circuit. 


Soit le circuit résistif montré dans la figure E2.3. 


100 ça 


a) Déterminer la résistance équivalente vue par la source v.. 


b) Utilisant les lois du diviseur de tension et du diviseur de courant, déterminer les cou- 
rants et les tensions dans chaque résistance du circuit. 
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2.4 


2.5 


2.6 


CIRCUITS ÉLECTRIQUES 


Soit le circuit résistif montré dans la figure E2.4. 


Figure E2.4 80 € 


a) Déterminer la résistance équivalente vue par la source de courant &. 


b}) Utilisant les lois du diviseur de tension et du diviseur de courant, déterminer les cou- 
rants et les tensions dans chaque résistance du circuit. 


Soit le circuit résistif montré dans la figure E2.5. 


Figure E2.5 


a) Déterminer l'équivalent Thévenin de la partie gauche {bornes a-b) du circuit. 
b) À l’aide du résultat de a, déterminer le courant i,. 


Soit le circuit résistif montré dans la figure E2,6. 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
L 


Figure E2.6 


Lx _— = _— — — — 


a) Déterminer l'équivalent Thévenin de la partie gauche (bornes a-b] du circuit. 
b} À l’aide du résultat de a, déterminer le courant i,. 
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2.7 


2.8 


2.9 


Soit le circuit résistif montré dans la figure E2.7. 


40 
+ 
Vs œ Ô Ob 
120 Q 


vs = 100cos(500xt) 


Figure E2.7 


a) Déterminer l'équivalent Thévenin vu aux bornes a-b du circuit (sans Îa résistance R,). 


b} À l’aide du résultat de a, déterminer le courant is. 


Soit le circuit résistif montré dans la figure E2.8. 


50 0 100 Q 
+ Vy - 
Ry 
i. =4 A a b 
F ©) 400 
200 Q 50 Q 
Figure E2.8 


a) Déterminer l'équivalent Thévenin vu aux bornes a-b du circuit (sans la résistance R,). 
b} À l’aide du résultat de a, déterminer la tension v,. 


Soit le circuit résistif montré dans la figure E2.9. 


Figure E2.9 vs = 100V 400 is = 2.5 A 
a} À l’aide des équivalents Thévenin et Norton, simplifier le circuit, Calculer le courant dans 
chaque résistance du circuit. 


b) Sans simplifier le circuit, calculer le courant dans chaque résistance du circuit en appli- 
quant le principe de superposition. 
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2.10 


2.11 
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Soit le circuit résistif montré dans ia figure E2.10C. 


== — 


Figure E2.10 
a] Déterminer l'équivalent Fhévenin de la partie gauche (bornes a-b]) du circuit. 
b) Déterminer l'équivalent Thévenin de la partie droite (bornes c-d) du circuit. 
c} À l’aide des résultats de a et b, déterminer le courant i,. 


d} Sans utiliser l'équivalent Thévenin, calculer le courant i, en appliquant le principe de su- 
perposition. 


Soit le circuit résistif montré dans la figure E2.11. 


Figure E2.11 


Calculer le courant i, en appliquant le principe de superposition. 


2.12 Soit le circuit résistif montré dans la figure E2.12. 


Figure E2.12 


a) Déterminer Les équivalents Thévenin des parties gauche (bornes a-b] et droite {bornes c- 
d) du circuit. 


b) À l’aide des résultats de a, déterminer le courant i.. 
c) Sans utiliser l'équivalent Thévenin, calculer le courant i, en appliquant le principe de su- 
perposition. 
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Chapitre 3 


FORMULATION 
DES EQUATIONS D’EQUILIBRE 


Dans ce chapitre, les méthodes de formulation des équations d'équilibre des circuits 
électriques sont présentées et appliquées à des circuits passifs et actifs. 


3.1 Topologie des circuits électriques 


Un circuit électrique (ou réseau électrique) est l’ensemble des éléments idéaux connec- 
tés de façon à constituer le modèle d'un système électrique. 

Le schéma d'un circuit électrique représente la structure avec laqueile les éléments 
sont connectés. Les propriétés d’un circuit électrique sont déterminées uniquement par 
cette structure de connexion que l’on appelle la topologie du circuit. Ses propriétés ne 
sont pas affectées par la modification de dimension et/ou de forme du schéma pourvu 
que la topologie soit respectée, 

Dans l'étude de la topologie des circuits électriques, on utilise le concept de graphe. Le 
graphe d’un circuit est obtenu en remplaçant tous les éléments par des lignes formant 
ainsi le squelette du circuit. 

Les lignes dans un graphe sont les branches. Les points de jonction de deux ou plu- 
sieurs branches sont les noeuds. 

On peut définir une direction de référence (du courant) pour chaque branche d'un gra- 
phe. 

Les parcours fermés qui ne renferment aucun autre sont les mailles. 

Un arbre est un ensemble de branches qui relient tous les noeuds sans former de par- 
cours fermé. 

Les cordes (ou compléments) sont les branches qui ne font pas partie d’un arbre. 


La figure 3-1 montre un exemple de graphe d’un circuit électrique. 
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Note: Les branches en pointillé sont les cordes 


Figure 3-1 Notion de graphe d’un circuit électrique. 
{a) Circuit. {b} Graphe. (c) Trois arbres. 


3.2 Équations d'équilibre 


Les variables «tensions» et «courants» d’un circuit électrique sont reliées par des équa- 
tions qui décrivent la topologie du circuit et aussi la nature de chacun des éléments. 
Ces équations sont les équations d'équilibre du circuit et comprennent: 


+ les équations de courants à des noeuds (résultant de la loi des courants de Kir- 
chhoff) 


+ les équations de tensions dans les parcours fermés {résultant de la loi des ten- 
sions de Kirchhoff} 


+ les relations v-i des éléments. 
Avant d'établir les équations d'équilibre d’un circuit, on doit considérer deux questions 
importantes: 

- Quel est le nombre d'équations à écrire? 

- À quels noeuds et dans quels parcours faut-il appliquer les lois de Kirchhoff? 
Afin de pouvoir répondre à ces deux questions, on doit considérer en premier heu le 
circuit de base qui est obtenu par l'annulation de toutes les sources indépendantes. 


On peut remarquer qu’une source de tension nulle est équivalente à un court-circuit et 
une source de courant nulle est équivalente à un circuit ouvert. 
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vs =0V = Court-circuit 


i, =0 À = Circuit ouvert 
Figure 3-2 Annulation des sources 
de tension et de courant. 


Dans le circuit de base, posons: 

b = nombre de branches, 

n = nombre de noeuds, 

m = nombre de mailles. 
On peut établir la relation suivante entre les paramètres b, n et m: 

b=m+n-1l (3-1) 

Le nombre total de variables du circuit est égal à 2b comprenant b tensions et b cou- 
rants. Par conséquent, le nombre total d'équations à écrire doit être égal à 2b. Ces équa- 
tions sont: 


+ b relations v-i pour les b éléments 
+ b équations de Kirchhoff 
Les b équations de Kirchhoff peuvent être établies en utilisant lés observations suivan- 
tes: 
- Si la loi des courants est respectée aux {(n-l) noeuds du circuit alors elle sera 
automatiquement respectée au dernier noeud du circuit. 
- $i la loi des tensions est respectée pour les m mailles du circuit alors elle sera 
automatiquement respectée pour tous les parcours fermés du circuit. 
Par conséquent, on doit écrire {n-1) équations de courants aux (n-1) noeuds et m équa- 
tions de tensions dans les m mailles. 


En résumé: 
Pour un circuit de b branches, m mailles, et n noeuds, on doit écrire 2b équations com- 
prenant: 

« b relations v-i des b éléments, 

* (n-1) équations de courants aux {n-1) noeuds, 

+ m équations de tensions dans les m mailles. 


CIRCUIT ÉQUATIONS D'ÉQUILIBRE 
b branches > b relations v-i 

n noeuds ————> {n-1} équations de courants 2b équations 
m mailles — m équations de tensions 


Figure 3-3 Le nombre d'équations à écrire est égal à deux fois le nombre de branches, 
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En insérant Les b relations v-i dans les équations de courants et de tensions, on obtien- 
dra b équations à b inconnues {b tensions ou b courants) que l’on doit résoudre. 


Exemple 3-1  Équations d'équilibre avec la méthode de base {méthode longue] 


Considérons le circuit montré dans la figure 3-4. 


Rs 5 


Figure 3-4 Formulation des équations d'équilibre par la méthode de base. 
{a} Circuit. {b} Circuit de base. 


Le circuit de base est obtenu en annulant les deux sources v, et is. À l’aide du circuit 
de base, on peut identifier: 


+ nombre de branches b = 5 
+ nombre de noeuds n = 3 
* nombre de mailles m = 3 


Les équations d'équilibre du circuit sont: 


di, 
art 
di 
2 
ÉerT: 
5 relations v-i « : 
Va = Rai 
dv 
4 
Sert 
Vs = Ris 
2 équations de courants A nie au noeudth 
lo _ 13 — lg = is au noeud € 
VitVotVs = 0 dans la maille abc 
3 équations de tensions Vo + Va + Va = 0 dans la maille bcd 
Vi V4 = VS dans la maille abd 


En insérant les 5 relations v-i des éléments dans les équations de courants et de ten- 
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sions, on obtiendra un système de 5 équations à 5 inconnues que l’on doit résoudre: 


1 dva 

PA vdt-— Nantr Ce = 0 
l 3 Vs 

L, ER R ls 


VitVo+vs = 0 


} 
© 


VotVat V4 = 


Vi Va = Vs 


Minimisation du nombre d'équations 

La méthode de formulation des équations d'équilibre d’un circuit que nous venons de 
voir est simple et directe. Cependant, le nombre d'équations à écrire {et à résoudre) est 
grand {égal au nombre de branches du circuit). 

Il est possible de réduire le nombre d'équations à écrire pour un circuit donné en choi- 
sissant un ensemble de variables indépendantes en fonction desquelles les variables du 
circuit peuvent être exprimées. Les équations d'équilibre du circuit seront établies en 
fonction de ces variables indépendantes dont le nombre est réduit par rapport au nom- 
bre de branches. C'est précisément le principe des deux méthodes que l’on expliquera 
dans les deux prochains paragraphes: méthode des noeuds et méthodes des mailles. 
Dans la méthode des noeuds, on choisit un ensemble de {n-1} tensions indépendantes 
et on écrit {n-1} équations de courants aux (n-1l) noeuds du circuit. Le nombre d'équa- 
tions sera donc égal à {n-1). 

Dans la méthode des mailles, on choisit un ensemble de m courants indépendants et on 
écrit m équations de tensions dans les m mailles du circuit. Le nombre d'équations sera 
donc égal à m. 

Pour minimiser l'effort de calcul, on devrait choisir la méthode qui donne le plus petit 
nombre d'équations. 


3.3 Méthode des noeuds 


Considérons le circuit de base montré dans la figure 3-5. 


Figure 3-5 Méthode des noeuds: choix des tensions nodales dans le circuit de base. 
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On choisit un noeud arbitraire comme noeud de référence (noeud d par exemple). 
Le potentiel du noeud de référence est considéré nul: v; = 0. 


Les tensions entre les autres noeuds et le noeud de référence sont définies comme les 
tensions nodales du circuit: 


Va = Vad 


Va Vd 
Vb = Vbd = Vb7 Va 
Ve = Ve 7 Ve Va 


Les tensions dans les branches du circuit peuvent être exprimées en fonctions des ten- 
sions nodales: 


Vi = Var Vb 


Il 
« 


V2 a 


V3 = Vr 


Ainsi, les tensions nodales forment un ensemble de tensions indépendantes en fonction 
desquelles les équations d'équilibre du circuit peuvent être établies. Pour un circuit de 
n noeuds, le nombre de tensions nodales est égal à (n-1) qui est plus petit que kb. 


Les inconnues sont les (n-1) tensions nodales. Les équations à écrire sont les {n-1) 
équations de courants appliquées aux (n-1} noeuds du circuit. 


Les étapes de la méthode des noeuds sont: 
a. Définir les (n-1} tensions nodales v,, vy, ve, … 
b. Exprimer les tensions dans les branches en fonction des tensions nodales 
c. Écrire {n-1} équations de courants pour les {n-1) noeuds 


d. Insérer les relations v-i des éléments et les équations de l'étape b dans les équa- 
tions de courants de l'étape c 


On obtient ainsi un ensemble de {n-1] équations avec {n-1) inconnues qui sont les (n- 
1) tensions nodales. 


Exemple 3-2  Équations d’équilibre d’un circuit résistif avec la méthode des 
noeuds 


Considérons le circuit résistif montré dans la figure 3-6. 
Nous utilisons la méthode des noeuds pour établir les équations d'équilibre du circuit. 


- À l’aide du circuit de base, on détermine 5 branches, 3 noeuds et 3 mailles. On choisit 
le noeud c comme noeud de référence. 


- On définit les deux tensions nodales v, et v+. 
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R=500 
R;: = 250 Q 
R3 = 100 
Ra = 200 Q 
R=50Q 
vs = 80 V 
L=12A 
Ve2 = 120 V 


Figure 3-6 Méthode des noeuds appliquée à un circuit résistif. 


- On exprime les tensions dans les branches en fonction des tensions nodales: 
Vi = Vs Va 
Va TV 
Va = Va = VE 
Va = VE 
Vs = Vh = Vs2 
- On écrit les équations de courants aux noeuds a et b: 
i1—lo ls = au noeud à 
ij—igris = is au noeud b 
- On écrit les relations v-i des éléments: 


nat : Va : V3 Ë Va s Vs 


TR, 27R SR +R SR 


Ces deux dernières équations constituent les équations d'équilibre du circuit. 
peuvent être exprimées sous la forme suivante: 


rt r)e-(e _ RE -ie 


65 


(3-2) 


(3-3) 
(3-4) 


(3-5) 


(3-6) 


(3-7) 


(3-8) 


Elles 


(3-9) 
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EN (++) sn {3-10) 

Ry/ °° RR Ry°? R 

Ou sous forme matricielle: 
L 1 L 1 Vs 

+ + — — Le ——i 

R, R; R3 R3 = [Rr (3-11) 
1 1 L v 


Avec les valeurs numériques, cette équation devient: 


li 1 1 . 
Ep es a 1.6- 1.2 
50 250 100 100 _ (3-12 
L Lost. Sas 
100 100 200  50/l'e FRS 
ou bien: 
0.034 -0.01||Val - |0.4 (3-13: 
0.01 0.035/|v,l 13.6 
En résolvant pour v, et v:, on obtient: 
0.4 -0.01 0.034 0.4 
3.6 0.035 -0.01 3.6 
Va = p—————— = 45.87V = = 11596V 
0.034 -0.01 0.034 -0.01 
-0.01 0.035 -0.01 0.035 


Les tensions aux bornes des éléments du circuit sont calculées à partir de v, et v, à 
l’aide des relations (3-2). 
Les courants dans les éléments du circuit sont calculés à partir de v, et vi: 


Vs-Va _ 80-45.87 


hs IST - 06834 

i, = & = ET = 0.183A 

ie Lu = ASST NS  .o.701A 
ie R = LS = 0.580A 
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Exemple 3-3  Équations d'équilibre d’un circuit général par la méthode des 


noeuds 


Considérons le circuit montré dans la figure 3-7. 


Figure 3-7 Établissement des équations d'équilibre par la méthode des noeuds. 
{a} Circuit: choix des tensions nodales. {b) Circuit de base. 


- À l’aide du circuit de base, on détermine 5 branches, 3 noeuds et 3 mailles. On choisit 
le noeud d comme noeud de référence. 


- On définit les deux tensions nodales vr et v.. 


- On exprime les tensions dans les branches en fonction des tensions nodales: 


V1 = 
Va = 


Va = 


Vs = 


Vs VE 


VE Ve 


- On écrit les équations de courants aux noeuds b et c: 


iy-iotia = © au noeud b 


19-13-15 = 1 


- On écrit les relations v-i des éléments: 


L 


i= ufr ix = p- frodt 


2 


1 


2 au noeud c 


Va : dva 
TR, Te 


- On remplace les relations v-i dans les équations de courants: 


- On remplace les relations (3-14) dans les équations (3-17) et (3-18): 


(3-14) 
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0 = at- fe -v)dt-C Ve Lo (3-19) 
L, s b LÉ b c 4 dt 
L fn -vod- Ve = +, (3-20) 


Ces deux dernières équations constituent les équations d'équilibre du circuit. Elles 
peuvent être exprimées sous la forme suivante: 


1 1 dvi 1 l 
L: vhdt+ L, vodt+ Ca - 1, v.dt = L fear (3-21) 
1 1 Ve Ve : Vs 
— — dt+— dt+—+— = _ -22 
I, vb un fre HÉRtR Bi (3-22) 


Interprétation des équations nodales 

Les équations nodales sont les équations de courants écrites à l’aide de la loi de cou- 
rants de Kirchhoff. La signification de chacun des termes des équations (3-21) et (3-22) 
est indiquée dans la figure 3-8. 


Courants qui quittent ie noeud b Courants qui arrivent 


au noeud b 
dus à vi dus à ve dus aux sources 
1 71 "sl j 
Noeud b —> 1 — v,dt+— [vdt+Cy mt fvdti=i fv,.dt 
Ni } / L : L; 
F Courants qui arrivent 
Courants qui quittent le noeud c 20 none 
dus à dus à ve dus aux sources 

| 1 ©, Ve\_# ù LA 
Noeud c ___, 1 — vedéte fr dt+— += 1 + 

\ 2 LI Rs Re Ro 


Figure 3-8 Signification des termes des équations d’éguilibre obtenues par la 
méthode des noeuds pour le circuit de la figure 3-7. 


Les équations d'équilibre (3-21} et (3-22) peuvent être écrites sous forme matricielle: 


D fers far+c d fer : AL dt 
Li) D ‘&  L hi? (3-23) 
1 L en VS 


Dans cette équation, 5 et [er sont les opérateurs «Dérivée» et «Intégrale» que l'on peut 


représenter par «Sr et » respectivement. L'équation (3-23) peut alors s'écrire sous la 


forme suivante: 
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1 i 1 1 
+—+C,s —— v —Y 
Us Ls Las le (3-24) 
bi eel es 
L,s L;s R3 RIL© S Rs 


Interprétation de la forme matricielle des équations nodales 


Les équations d'équilibre obtenues avec la méthode des noeuds sont les équations de 


courants écrites aux (n-1l) noeuds du circuit. Elles peuvent être exprimées sous forme 
matricielle: 


YV=I (3-25) 
où V = vecteur des tensions nodaltes, dimension (n-1)x 1 
I = vecteur des courants qui arrivent aux noeuds, dus aux sources, dimension 
{n-1)x1 
Y = matrice carrée, dimension {n-1) x {n-1) 
La matrice Y est appelée matrice d’admittance du circuit. 


La matrice Y est symétrique. Les éléments dans la diagonale sont positifs. Les autres 
éléments (hors diagonale) sont négatifs. 


Interprétation de la forme matricielle des équations nodales d’un circuit résistif 
Les équations d'équilibre obtenues avec la méthode des noeuds sont les équations de 
courants écrites aux {n-1) noeuds du circuit. Pour un circuit résistif, ces équations peu- 
vent s'écrire sous la forme matricielle: 

GV=I1 (3-26) 
où V= vecteur des tensions nodales, dimension {n-1) x 1 


I = vecteur des courants qui arrivent aux noeuds, dus aux sources, dimension 
in-1) x1 
G = matrice carrée, dimension (n-1l) x (n-1) 

La matrice G est appelée matrice de conductance du circuit, 


Courants 
Tensions arrivants aux noeuds 
GConductances nodales dus aux sources 
Noeud 1 | Gi, -G:2 -Gs3 + -Gix Vi li 
Noeud 2 |-G;, G;2 -Ga + -Gx V2 l 


Noeud 3 | Gus -Gu Gas *** Gil X| VW = | 13 


Noeud x Gt “Gr Ga + Gr VW x 
Noeud 1 Noeud 3 


N 
Néeude PME Note: x = {n-1) 


Figure 3-9 Signification des éléments des équations d'équilibre obtenues par la 
méthode des noeuds pour un circuit résistif. 
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+ La matrice G est symétrique. 

+ Les éléments dans la diagonale de la matrice G sont positifs: 
G;1 = somme de toutes les conductances reliées au noeud 1 
G22 = somme de toutes les conductances reliées au noeud 2 
G33 = somme de toutes les conductances reliées au noeud 3 


GX = somme de toutes les conductances reliées au noeud x. 


+ Les autres éléments {hors diagonale} de la matrice G sont négatifs: 
G12 = somme de toutes les conductances reliant noeud 1 au noeud 2 
G;3 = somme de toutes les conductances reliant noeud 1 au noeud 3 


G,, = somme de toutes les conductances reliant noeud 1 au noeud x 
G23 = somme de toutes les conductances reliant noeud 2 au noeud 3 
Go4 = sornme de toutes les conductances reliant noeud 2 au noeud 4 


GX = somme de toutes les conductances reliant noeud 2 au noeud x 


* Les éléments du vecteur I sont les courants qui arrivent aux noeuds, dus aux sources: 


— 
_ 
Il 


= somme de tous les courants qui arrivent au noeud 1, dus aux sources 
= somme de tous les courants qui arrivent au noeud 2, dus aux sources 


= 
Le) 
Î 


1, = somme de tous les courants qui arrivent au noeud x, dus aux sources 


3.4 Méthode des mailles 


Considérons le circuit de base montré dans la figure 3-10. 


Figure 3-10 Méthode des mailles: définition des courants circulatoires 
dans le circuit de base. 


On imagine quatre courants 1, j2, ja, €t j4 qui circulent uniquement dans chacune des 
quatre mailles du circuit. Ces courants sont définis comme les courants circulatoires du 
circuit. 


Les courants dans les branches du circuit peuvent être exprimés en fonctions des cou- 
rants circulatoires: 
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in = Ja Ja 
i2 = Ji ja 
i3 = Jo -j3 
ia = ja ia 
is = -j4 
i6 = j3 
is ji 


Ainsi, les courants circulatoires forment un ensemble de courants indépendants en 
fonction desquels les équations d'équilibre du circuit peuvent être établies. Pour un cir- 
cuit de m mailles, le nombre de courants circulatoires est égal à m qui est plus petit 
que b. 

Les inconnues sont les m courants circulatoires. Les équations à écrire sont les m 
équations de tensions appliquées aux m mailles du circuit. 


Les étapes de la méthode des mailles sont: 
a. Définir lés m courants circulatoires 1, j, j3, … 


b. Exprimer les courants dans les branches en fonction des courants circulatoires 
c. Écrire m équations de tensions pour les m mailles 


d. Insérer les relations v-i des éléments et les équations de l'étape b dans les équa- 
tions de tensions de l'étape c 


On obtient ainsi un ensemble de m équations avec m inconnues qui sont les m cou- 
rants circulatoires. 


Exemple 3-4  Équations d'équilibre d'un circuit résistif par la méthode des 
mailles 


Nous allons analyser le même circuit que l'exemple 3-2 avec la méthode des mailles. 


Ri=500 
R>=2500 
Rs=100 
R, = 200 Q 
R=50Q 
ve = 80V 
i,=12A 
Ve2 = 120 V 


Figure 3-11 Méthode des mailles appliquée à un circuit résistif. 


- À l’aide du circuit de base, on détermine 5 branches, 3 noeuds et 3 mailles. 
- On définit les trois courants circulatoires j,, j2, et ja. 


- On exprime les courants dans les 5 branches en fonction des 2 courants circulatoires: 


72 CIRCUITS ÉLECTRIQUES 


li Ji 


io = j1 2 
i3 = Jo _ 1. (3-27) 
ia = j2-i3 
is © j3 
- On écrit les équations de tensions dans les mailles 1, 2, et 3: 
VitVo = Vs dans maille 1 (3-28) 
Va+Va— Vo = OÙ dans maille 2 (3-29) 
Vs — Va = Vs) dans maille 3 (3-30) 


- On écrit les relations v-i des éléments: 


- On remplace les relations v-i dans les équations de tensions: 


Riiy + Roio = Vs {3-31} 
Rai + Rai4— Rois = 0 (3-32) 
Rois - Raig = -Vso (3-33) 
- On remplace les relations (3-27) dans les équations (3-31), (3-32) et (3-33): 
Ra + Roi Jo) = vs (3-34) 
R302 — is) + RaGo —j3)- Roi - jo) = 0 (3-35) 
Rs) — Ra Ja) = -Vs9 (3-36) 


Ces trois dernières équations constituent les équations d'équilibre du circuit. Elles 
peuvent être exprimées sous la forme suivante: 


CR + Roi - Roi2 = vs (3-37) 
— Roi; + (Ro + Ra + Raja - Rajs = Rais (3-38) 
— Rai + (Ra + Ro)ja = -Ve2 (3-39) 
Ou sous forme matricielle: 
Ri+R) -R; 0 ji VA 
-R; R; + R3 + R4 —R; j2 Æ Rais (3-40) 


Avec les valeurs numériques, cette équation devient: 


50 +250 -250 0 ji 80 
-250 250+100+200 -200 ||j| = 100 x 1.2 (3-41) 
0 -200 200 +50] |, -120 


ou bien: 
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300 -250 © |Hi 80 
-250 550 -200||j 120 (3-42) 
0 -200 250/|;,| [-120 


En résolvant cette équation matricielle, on obtient: 
j1=0.683A  j=0.499A  j3=-0.081 À 
Les tensions et courants du circuit peuvent être calculés à partir des courants circula- 
toires ji, j2 et Ja. 
Par exemple: 
Vac = Rois = R201-j2) = 250(0.683 - 0.499) = 46 V 


Vpe = Raia = RaÜo=is) = 200(0.499 + 0.081} = 116 V 


Exemple 3-5  Équations d'équilibre d'un circuit général par la méthode des 
mailles 
Considérons le circuit montré dans la figure 3-12. 


- À l’aide du circuit de base, on détermine 5 branches, 3 noeuds et 3 mailles. 
- On définit les trois courants circulatoires j,, jo, et j3. 


Figure 3-12 Formulation des équations d'équilibre par la méthode des mailles. 
{a} Circuit: définition des courants circulatoires. (b}) Circuit de base. 


- On exprime les courants dans les 5 branches en fonction des 2 courants circulatoires: 


hi = Jia 

i) = j2-j3 

3 = jo (3-43) 
ia  j2—j1 

is = -i3 


- On écrit les équations de tensions dans les mailles 1, 2, et 3: 


Vi Va = Ve dans maille 1 (3-44) 
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1 
© 


Vo+Vat Va = dans maille 2 


! 
[e] 


Vi+Vo+Vs = dans maille 3 
- On écrit les relations v-i des éléments: 
sn ent ae. Ken LA 
pps dt a a LIN 7 le 


- On remplace les relations v-i dans les équations de tensions: 


dh_1f 
A 9 A EE 
24t 24 3 él = 3! 
L di; L dis R 0 
— + — + ls = 
1 dt 2 at 55 


(3-45) 
(3-46) 


Vs = Ris 


(3-47) 


(3-48) 


(3-49) 


- On remplace les relations (3-43) dans les équations (3-47), (3-48) et (3-49): 


Li SG -j3)- e [2 -j,)dt = 


d ,. : , 1 é : ‘ 
Lot Ga — ja) + Raja + ü, JG: -ji)dt = -Rai, 


LEO - j)+ LS G3- 33) + Rs —j3) = 


(3-50) 


(3-51) 


(3-52) 


Ces trois dernières équations constituent les équations d'équilibre du circuit. Elles 


peuvent être exprimées sous la forme suivante: 


dj; dja 
Lite frar-s fi dt- Has 


1 f. dj djo : 
cC + Le Rate adt-L, = —Rais 
dj; dj» dj dj : 

LL —-L +L L+R = 0 
lg ?dt “lat ?a ‘ss 


Interprétation des équations de mailles 


(3-53) 


(3-54) 


(3-55) 


Les équations de mailles sont les équations de tensions écrites à l'aide de la loi de ten- 
sions de Kirchhoff. La signification de chacun des termes des équations (3-53), (3-54] 


et (3-55) est indiquée dans la figure 3-13. 
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Tensions dans 
maille 1 


SE à je dues aux sources 


Tensions dans maille 1 


ne É] ji ee à) le 
3 
Maille 1 ——> L L _ a fi de ". 
Tensions dans 
Tensions dans maille 2 maille 2 
dues à ï dues à jo dues à ja dues aux sources 
Maite2 "1 pr dv NE NE CERN 
& (2at 3J2 Ce, 2 Hide, (UNSS, 
PPS RE TERRE NE NERO OR ES { Ne = # 
. : Tensions dans 
Tensions dans maille 3 maille 3 
dues äj, dues à j; ___ dues à js dues aux sources 
djs ‘ds ‘dj ie 2 17 
Maille 3 > '-L l 2h 3 4L, 4 Rejoi=10 
lat “age Kliat 2e. FN 1 
-_— E” J 


Figure 3-13 Sigrufication des termes des équations d'équilibre obtenues par la 
méthode des mailles pour le circuit de la figure 3-12. 


Les équations d'équilibre (3-53), (3-54) et (3-55) peuvent être écrites sous forme matri- 


cieile: 
és ER 8 fs 
E fe Les + Rata fat LS SRE (3-56) 
LS LS 18 +R A . 


Dans cette équation, Fe et [ar sont les opérateurs «Dérivée» et «Intégrale» que l'on peut 


représenter par «s» ete 1 » respectivement. L’équation (3-56) peut alors s’écrire sous for- 
S 


me: 
L se. sr -L,s Ï Ÿs 
LT CS | 
1 1 jal = |-Ri {3-57) 
"Css Ne er -L,s 2 3°s 
-L;s -L;,s ListL,s+Rs ja (a) 


Interprétation de la forme matricielle des équations de mailles 
Les équations d'équilibre obtenues avec la méthode des mailles sont les équations de 
tensions écrites pour les m mailles du circuit. Elles peuvent être exprimées sous forme 
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matricielle: 
ZJ = V (3-58) 
où J = vecteur des courants circulatoires, dimension m x 1 
V = vecteur des tensions dans les mailles, dues aux sources, dimension m x 1 
Z = matrice carrée, dimension m x m 
La matrice Z est appelée matrice d'impédance du circuit. 


La matrice Z est symétrique. Les éléments dans la diagonale sont positifs. Les autres 
éléments {hors diagonale) sont négatifs. 


Interprétation de la forme matricielle des équations de mailles d'un circuit résis- 
tif 
Les équations d'équilibre obtenues avec la méthode des mailles sont les équations de 
tension écrites pour les m mailles du circuit. Pour un circuit résistif, ces équations peu- 
vent s'écrire sous la forme matricielle: 
RI = V (3-59) 

où  I= vecteur des courants circulatoires, dimension m x 1 

V = vecteur des tensions dans les mailles, dues aux sources, dimension m x 1 

R = matrice carrée, dimension m x m 
La matrice R est appelée matrice de résistance du circuit. 


Tensions 
Courants dans les mailles 


Résistances 
circulatoires dues aux sources 


Maille 1 | Ris Rio Ris °** -Rim l, V, 
Maille 2  |-Ros Ro “Rs ++ Rom L V 
Maille 3 | Rss Riz Ras °° Ranl Xl | = lv 
Maille m__|-Rai Rom -Rma °° Rmm le Von 
Maille 1 Maille 3 & 
Maille 2 Maille m 


Figure 3-14 Signification des éléments des équations d'équilibre obtenues par la 
méthode des mailles pour un circuit résistif. 


+ La matrice R est symétrique 

+ Les éléments dans la diagonale de la matrice R sont positifs: 
R11 = Somme de toutes les résistances dans maille 1 
R229 = somme de toutes les résistances dans maille 2 
R33 = somme de toutes les résistances dans maille 3 


Rnm = Somme de toutes les résistances dans maille m. 

+ Les autres éléments (hors diagonale) de la matrice R sont négatifs: 
R,2 = somme de toutes les résistances communes aux mailles 1 et 2 
R13 = somme de toutes les résistances communes aux mailles 1 et 3 
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Rim = somme de toutes les résistances communes aux mailles 1 et m 
R23 = somme de toutes les résistances communes aux mailles 2 et 3 
R24 = somme de toutes les résistances communes aux mailles 2 et 4 


+ Les éléments du vecteur V sont les tensions dans les mailles, dues aux sources: 
V, = somme de toutes les tensions dans maille 1, dues aux sources 
V, = somme de toutes les tensions dans maille 2, dues aux sources 


Vn = somme de toutes les tensions dans maille m, dues aux sources 


3.5 Équations d'équilibre des circuits avec sources commandées 


La formulation des équations d'équilibre d'un circuit contenant des sources comman- 

dées peut être effectuée en deux étapes: 

a) Dans la première étape, les équations d'équilibre sont établies en considérant que 
toutes les sources du circuit sont indépendantes, 


b)Dans la suite, les relations qui définissent les sources commandées sont insérées 
dans les équations obtenues dans l'étape a. 


Exemple 3-6 Équations d'équilibre d’un circuit résistif avec une source com- 
mandée 
Soit un circuit résistif avec une source commandée montrée dans la figure 3-15. 


R;=500Q 
R=1000 
R3 = 200 € 
Ra = 400 Q 
v,=30V 
i, 7 0.15 À 
a=0.6 


Figure 3-15 Un circuit résistif avec une source commandée. 


En considérant que toutes les sources sont indépendantes, nous établissons les équa- 
tions d'équilibre par la méthode des noeuds: 


R.* _ = 1 Va Vs 
= — al 
1 2 3 3 R, 1 (3-60) 
Le ART 
Rs  R3 Rll'e le 


La source de courant commandée est égale à ai, où i, est donné par: 
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1 Î 1 
pastel — — _— V V V,—V 
1"R FR R3 1 _|S-a< = 
1 71 Bi. fi 
FR Re Lo 


ou bien: 


R3 R; R|l'e L 
Avec les valeurs numériques, on a: 
Ï.. 1 06 1 ’ 
30° 100 200 50 200 || *| _ (0.62 
1 1 1 
200 200 * 406] L'b 9.15 


ou bien: 


0.023 -0.005|\Vai _ [0.24 

-0.005 0.0075][v, 0.15 
En résolvant cette équation matricielle, on obtient: 
v, = 17.288V et Vn = 31.525V 


(3-61} 


(3-62) 


{3-63) 


(3-64) 


(3-65) 


Les tensions et courants du circuit peuvent être calculés à partir des tensions nodales 


Va et VD: 


Exemple 3-7 Détermination de l’équivalent Thévenin d’un dipôle contenant 


une source commandée 
Considérons le dipôle montré dans la figure 3-16. 


Figure 3-16 Un dipôle contenant 
une source commandée. 


On désire déterminer l'équivalent Thévenin vu aux bornes à-b du dipôle. 
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Ce dipôle contient une source commandée de telle sorte qu'on ne peut déterminer 
l'équivalent Thévenin par la méthode classique (calcul séparé de Rr et Vr}). Par contre, 
on peut obtenir l'équivalent Thévenin du dipôle en déterminant la relation entre la ten- 
sion v,p êt le courant i,. Pour ce faire, on connecte aux bornes a-b une source de ten- 
sion v,p et on calcule le courant i, en fonction de v,r, comme illustré dans la figure 3- 
17. 


Figure 3-17 Une source de tension est connectée aux bornes a-b du dipôle. 


On définit V, comme la tension nodale du circuit. L'équation d’équlibre du circuit est 
obtenue par la méthode des noeuds: 


1 1 1 Vs : , Vab 
[55 * 500 * 1001 = 2i, + (3-66) 
Mais: x V; 
AIS: l) = T00 : 
Alors, l'équation (3-66) devient: 
RE: LV Vi. Vab : 
(80 * 100 * 250" = 56-2106) * 28 on 
Où encore: 
1 1 l 2 = Ve Vab ; 
[36 + 100 * 25° 106 |: 7 50° 25 (598 
SV, = 2v,+av, {3-69) 
On déduit: V,= AVS + Seb 
Le courant i, est donné par: 
.__ Vab Vab=Vi . _ Vab Vab- Vi ) 
= = a = mur — — = . 4 Et © 7 
la = pot be di = pen + (= 0.045v,n, - 0.06; 


0.045v, 0 06(2v, + Ava) = 0.0183v,,-0.0138v, 


À partir de cette relation, on peut écrire: 
Var = 94.545Si, +0.727v, 


la 


On peut identifier dans cette relation la résistance Thévenin Rr et la source Thévenin 
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Vr: 
Rr=54.545Q 
Vr = 0.727v, 


Remarque: 

Pour déterminer la relation v-i du dipôle, au lieu d'utiliser une source de tension, on 
peut aussi connecter aux bornes a-b une source de courant i, et calculer la tension vs, 
résultante en fonction de i,. 


Exemple 3-8  Équations d'équilibre d’un circuit général avec une source com- 
mandée 
Considérons le circuit montré dans la figure 3-18. 


Figure 3-18 Un circuit général avec une source commandée. 


En considérant que toutes les sources sont indépendantes, nous établissons les équa- 
tions d'équilibre par la méthode des noeuds: 


1 d 1 1 
+ Con + —— Va v 
ARS DR =[R (3-70) 
1 L 1 [ 
— +— làt||y 
R; R3 L4 b is 


La source de courant commandée est égale à &i où i1 est donné par: 


VV 
iy = FR; < (3-71) 


En remplaçant la relation (3-71) dans l'équation (3-70), nous obtenons: 


L ä 1 l 
— +C,—= + — — Va V VV 
R 2 R R; = gs à 
1 dt R3 Re R, (3-72) 
_. = fat Vh i 
3 LE L ; 
ou bien: 
1 & 1 
FO SEE v 
R 2 R: R R a = 
1 dt R3 Ri 3 1 9x (3-73) 
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Exemple 3-9  Équations d'équilibre d’un circuit résistif avec un AMPLI OP 
Soit un circuit résistif avec Un ampli opérationnel montré dans la figure 3-19. 


Ampli Opérationnel 
À, = 100000 
R; = L Me 
R=75Q 


vs = 2.5 sin(20007t) 


Figure 3-19 Un circuit résistif avec un amplficateur opérationnel. 


On obtient le circuit équivalent du système en remplaçant l’'AMPLI OP par son modèle 
simple comme illustré dans la figure 3-20. 


R=5kQ 
A; Ro = 15k0 
VMS R; = 20 KO 
£ 
Vs 


ve = 2.5 sin(2000rt) 


A, = 100000 


Figure 3-20 Circuit équivalent obtenu en remplaçant l'AMPLI OP par 
son modèle simple. 


On établit les équations d'équilibre en utilisant la méthode des noeuds: 


1 d 1 : 1 1 F Vs 
ER CE Ne es à _$ 
Ri R; i Ro _ R; (3-74) 
1 1 + 1° + L y AW; 
R:  R R R3ll® R, 
Mais: Vi = -V] 
Alors, l'équation (3-74) devient: 
l ” 1 " L } . 
R'R'R R, il [ve 
1 2 1 2 = R, (3-75) 
= a By L + 1 + LS v 0 
R, R, R R, Rall® 


En remplaçant les valeurs numériques dans cette équation, on obtient: 
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2.6766x10  -6.6666x10 °| |Vi ME 
1333.3332666 0.01345 ||lv 5 


o 


La résolution de cette équation matricielle donne: 
v) = 0.0003v, et v, = -2.99875v, 
En utilisant un modèle plus simple pour l’ampli opérationnel, on peut réduire le nom- 


bre de tensions nodales à 1. La figure 3-2: montre le circuit équivalent obtenu avec un 
modèle plus simple. 


vs = 2.5 sin(2000nt) Re ce 


— A, = 100000 L 


Figure 3-21 Un circuit équivalent plus simple avec une seule tension nodale. 


La seule tension nodale dans ce cas est vi. 


AV. v 
On écrit: PARA Le PA (3-77) 
R, R;, R; R; 
: A v 
ou bien: L,1l,vlv. = = (3-78) 
1.12 TR 
L 
. | R; 
Cette équation donne: VIT — XV, (3-79) 
1 Il+Â, 
+ 
Ri  R 
Vos 
NS 1 
On déduit: Vo = “Ay = oo * Va (3-80) 
RER RER 
Ri  R 
Avec À,,= 100000 {>> 1), on peut approximer v, comme: 
1 1 
À, ,— À, — 
"R; "R; -R;, (3-81 
V_=— XV EE — XV —> XV —- 
0 { A, s A, S R; S } 
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Analyse simplifiée avec un ampli op idéal 


Le circuit considéré dans cet exemple peut être analysé de façon encore plus simple en 
utilisant un modèle idéal pour l'ampli ep. 


Ro 


Ampli Opérationnel idéal 
A,=e 
R;= 
R;=0 


Tv, = 2.5 sin(2000nt) — 
Figure 3-22 Un circuit résistif avec un amplificateur opérationnel idéal. 


On obtient le circuit équivalent du système en remplaçant l’AMPLI OP par son modèle 
idéal comme illustré dans la figure 3-23. 


Lei Ra 


vs = 2.5 sin(2000nt) LÉ ess D UNS : 


Figure 3-23 Circuit équivalent obtenu en remplaçant l'AMPLI OP par son modèle idéal. 


Car À, = w, la tension d'entrée v; de l'ampli op est égale à 0. Cela signifie que le noeud 
a est au même potentiel que la masse: 

va= 0 
{À remarquer que la tension du noeud a est zéro mais il n'est pas relié à la masse.) 


Au noeud a, on a: li = D 


Ou bien: = = 
1 Ro 
—R 

On déduit: V = (22) X Vs: 
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Exercices 


3.1 Soit le circuit montré dans la figure E3.1. 


L 
28H 
+ 
“CO Ra 
Fè—AAW, 
Re 


Figure E3.1 


a) Écrire les équations d'équilibre du circuit en utilisant la méthode directe (méthode lon- 
gue}. 

b) Écrire les équations d'équilibre du circuit en utilisant la méthode des noeuds. 

c) Écrire les équations d'équilibre du circuit en utilisant la méthode des mailles, 

d) Comparer le nombre d'équations obtenues avec les trois méthodes. 


3.2 Sait le circuit montré dans la figure E3.2. 


e 
Figure E3.2 


a) Écrire les équations d'équilibre du circuit en utilisant la méthode directe {méthode lon- 
gue). 

b}) Écrire les équations d'équilibre du circuit en utilisant la méthode des noeuds. 

c] Écrire les équations d’équilibre du circuit en utilisant la méthode des mailles. 

d) Comparer le nombre d'équations obtenues avec les trois méthodes. 
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3.3 Soit le circuit montré dans la figure E3.3. 


e 
Figure E3.3 


a} Écrire les équations d'équilibre du circuit en utilisant la méthode des noeuds. 
b] Écrire les équations d'équilibre du circuit en utilisant la méthode des mailles. 
c} Comparer le nombre d'équations obtenues avec les deux méthodes. 


3.4 Soit le circuit montré dans la figure E3.4. 


Figure E3.4 


a} Écrire les équations d'équilibre du circuit en utilisant la méthode des noeuds. 
b} Écrire les équations d'équilibre du circuit en utilisant la méthode des mailles. 
c) Comparer le nombre d'équations obtenues avec les deux méthodes. 


3.5 Soit le circuit montré dans la figure E3.5. 


Figure E3.5 


a) Écrire les équations d'équilibre du circuit en utilisant la méthode des noeuds. 
bj Écrire les équations d'équilibre du circuit en utilisant la méthode des mailles. 
c) Comparer le nombre d'équations obtenues avec les deux méthodes. 


Chapitre 3 Formulation des équations d'équilibre 


3.6 Soit le circuit montré dans la figure E3.6. 


€ 
b Rs 
Figure E3.6 
a) Écrire les équations d'équilibre du circuit en utilisant la méthode des noeuds. 


b} Écrire les équatians d'équilibre du circuit en utilisant la méthode des mailles. 
c) Comparer le nombre d'équations obtenues avec les deux méthodes. 


3.7 Soit le circuit montré dans la figure E3.7. 


Figure E3.7 


a) Écrire les équations d'équilibre du circuit en utilisant la méthode des noeuds. 
b} Écrire les équatians d'équilibre du circuit en utilisant la méthode des mailles. 
c) Comparer le nombre d'équations obtenues avec les deux méthodes. 


3.8 Soit le circuit montré dans la figure E3.8. 


Figure E3.8 


a) Écrire les équations d'équilibre du circuit en utilisant la méthode des noeuds. 
b} Écrire les équations d'équilibre du circuit en utilisant la méthode des mailles. 
c) Comparer le nombre d'équations obtenues avec les deux méthodes. 
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3.9 Soit le circuit résistif montré dans la figure E3.9. 


150 Q 


25 Q 


i, = 2sin(500nt) 
Figure E3.9 


a) Établir les équations d'équilibre du circuit utilisant la méthode de noeuds. 
b} Établir les équations d'équilibre du circuit utilisant la méthode des mailles. 
c) À l’aide des résultats de a ou b, déterminer le courant i,. 


3.10 Soit le circuit résistif montré dans la figure E3.10. 


750 


Vs1 = 


Figure E3.10 


a) Établir les équations d'équilibre du circuit utilisant la méthode des noeuds. 
b) Établir les équations d'équilibre du cireuit utilisant la méthode des mailles. 
c] À laide des résultats de a ou b, déterminer le courant le: 
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3.11 Soit le circuit résistif montré dans la figure E3.11. 


a) Déterminer l'équivalent Thévenin de la partie gauche {bornes a-b) du circuit. 
bj À l’aide du résultat de à, déterminer la tension v, en fonction de v. 


3.12 Soit le circuit résistif montré dans la figure E3.12. 


ax 500 250 


Figure E3.12 


a) Établir les équations d'équilibre du circuit utilisant la méthode des mailles. Calculer le 
courant is. 


b) Déterminer la résistance équivalente vue par la source v, aux bornes a-b. 


3.13 Soit le circuit montré dans la figure E3.13. 


Ro 
Ampli Opérationnel 
R=1kQ 
e 15k«Q À, = 100000 
Rs 1 k0 sn 
37 R,=759 
Le] 


vs = 0.25 sin(2000nt) 


Figure ES.13 
a} Établir les équations d'équilibre du circuit utilisant la méthode des noeuds. (On considé- 
re que l’ampli op est idéal.) 
b) Déterminer le gain en tension À = v,/vs. 
c} Déterminer la tension de sortie v,. 
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3.14 Soit le circuit montré dans la figure E3.14. 


Ra 
Ampli Opérationnel 

R,=1Kk0 
ne À, = 100000 

en B= 1 MQ 
Rs=1Kk0 R,=750 
Ry=5KkQ 
Rs=1KkaQ 


Figure ES. 14 


a) Établir les équations d'équilibre du circuit utilisant la méthode des noeuds. (On considè- 
re que l’ampli op est idéal.} 

b] Déterminer la tension de sortie v, en fonction de vi et v.2. Quelle est la fonction de ce 
circuit? 
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Chapitre 4 


FONCTIONS D’EXCITATION 


Dans ce chapitre, les fonctions mathématiques utilisées pour modéliser les sources 
d’excitation des circuits électriques sont étudiées. 


4.1 Excitations électriques 
Les excitations électriques sont des fonctions du temps. Elles peuvent être classées en 
deux grandes catégories: excitations apériodiques et excitations périodiques. 


Les excitations apériodiques sont les excitatians qui ne se répêtent pas. La figure 4-1 
illustre quelques exemples d’excitations apériodiques. 


V1 


Figure 4-1 Exemples d'excitations apériodiques. 


92 CIRCUITS ÉLECTRIQUE: 


Les excitations périodiques sont les excitations qui se répêtent à intervalles réguliers 
La figure 4-2 illustre quelques exemples d’excitations périodiques. 


Figure 4-2 Exemples d’excitations périodiques. 


Les circuits contenant les éléments R, L, C, transformateurs idéals et sources comman 
dées sont des circuits linéaires auxquels on peut appliquer le principe de superposi 
tion. Il est donc possible de décomposer une excitation complexe en une somm 
d’excitations simples que l’on peut considérer individuellement. La réponse totale ser. 
égale à la somme des réponses à des excitations individuelles. 

Pour décomposer une excitation apériodique, on utilise les fonctions singulières telle. 
que l'impulsion, l'échelon, la rampe, etc. 

Pour décomposer une fonction périodique, on utilise les fonctions exponentielles et le- 
fonctions sinusoidales. 
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4.2 Fonctions singulières 
Dans l'analyse transitoire des circuits électriques, on utilise habituellement une famille 


de fonctions singulières comprenant l'échelon unitaire, l'impulsion, la rampe, ..… com- 


me fonctions d'excitation. 


4.2.1 Échelon unitaire 
L'échelon unitaire u(t) est une fonction discontinue du temps définie comme: 


(6) pour t<0 (4-1) 


u(t} = 
1 pourtz0 


ut} 
À 


1 


Figure 4-3 Échelon unitaire. 


L'échelon unitaire est utilisé pour modéliser une excitation qui change brusquement de 
valeur à un instant donné. Considérons par exemple le système électrique illustré dans 


la figure 4-4. 


vs(t} = Eutt) 


{b) 


vs(t} = Eutt) 


{c} 


Figure 4-4 Modélisation d'une source continue appliquée brusquement à t = O. 
{a) Source continue appliquée à t = O. (b} Modèle. {c) Formes d'ondes. 
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Dans ce système, le commutateur S est à la position 1 depuis longtemps. À l'instant t 
= 0, S change de position de 1 à 2. La tension aux bornes A-B change brusquement de 
valeur de O0 à E à l'instant t = 0. L'ensemble de la source continue E et le commutateur 
S peut être représenté par une source de tension échelon v,{t} = Eult). 


Une excitation f{t} appliquée brusquement à t = 0 peut être représentée par xft) = f{tlu(t). 
Un exemple est illustré dans la figure 4-5 où le commutateur S change brusquement 
de position de 1 à 2 à l'instant t = O. 


VSD = VAcos(at)u(t} 
(a) {b} 


VS{t) = Vncos(at}utt} 


{c} 


Figure 4-5 Modélisation d’une excitation sinusoidale appliquée brusquement à t = 0. 
{a) Source sinusoïidale appliquée à t = O, (b) Modèle. (c) Formes d'ondes. 


Un échelon qui commence à t = to est exprimé comme u(t-to). 

Une excitation f(t) appliquée à t = tj est représentée par f{tju(t-to). 

Une excitation f{t) retardée de t, et appliquée à t = ty est représentée par f{t-toju(t-to}. 
La figure 4-6 illustre ces différentes fonctions d’excitation. 
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Figure 4-6 Excitations retardées, 


4.2.2 Impulsion unitaire 


L'impulsion unitaire ô{t) est une fonction du temps définie comme la dérivée de l'échelon 
unitaire: 


5(t) = Ltu(t) (4-2 


Les propriétés de ä(t) sont: 
- elle est nulle pour tout t, excepté à t = 0, 
- elle est infinie àt = O, 
- sa surface est égale à 1. 
L'échelon unitaire uf(t} est égale à l'intégrale de l’impulsion ô(t}: 
Î ô{(x}dx = uit) (4-3) 
00 
Lors qu'on multiplie ê(t) par une constante À, on obtient une impulsion de surface A: 
f Aô{x}dx = Aut) (4-4) 
co 


La fonction Ad(t) est nulle pour tout t, excepté à t = O, est infinie à t = O, et possède une 
surface égale à A. 
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ë(t) Alt} 
4 A 
ô ‘ ü F 


Figure 4-7 Fonctions impulsions ôft) et Aôlt). 


Considérons une fonction continue du temps f{t]. Le produit f{tjô{t) est nul pour tout t, 
excepté à t = O. Nous avons: 


f f(x)ô(x)dx = f(0)u(t) (4-5) 


On déduit: 
f{t)S(t) = f(0)8(t) (4-6) 


Alors, le produit d’une fonction continue f{t) et l'impulsion ë(t} donne une impulsion de 
surface égale à la valeur de la fonction f{t) à t = ©. 


f(0 


st) 
7 1 
f(0) X — 
ü t ô Ç 


Figure 4-8 Multiplication d'une fonction fÎt} et l'impulsion ôft). 


4.2.3 Rampe unitaire 


La rampe unitaire r{t) est définie comme l'intégrale de l'échelon unitaire u(t: 


r(t) = Î u{t)dt (4-7) 
La rampe unitaire est une droite de pente 1, qui commence à t = 0: 
r(t) = | O pour t<0 (4-8) 
t pourtz0 


On écrit aussi: 
r{t) = tuft} {4-9) 
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rt) 


pente = 1 


Figure 4-9 Rampe unitaire. 


4.3 Fonctions apériodiques 


Les fonctions d’excitation apériodiques peuvent être décomposées en des sommes de 
fonctions singulières. Diverses techniques de décomposition sont illustrées dans Îies 
exemples qui suivent. 


Exemple 4-1 Décomposition d’une impulsion carrée en une somme d’échelons 


ft) A SU A -Sult-2) 


Figure 4-10 Décomposition d’une impulsion carrée. 


Nous écrivons: f{t) = Suit) - Su(t-2) 


Exemple 4-2 Décomposition d’une excitation en une somme de rampes 


aft) a 250) -2.5r(t-2) 
FE 5 
! 
un. 
û p] Re 2 t+ t 


pente = -2.5 


Figure 4-11 Décomposition d’une excitation en une somme de rampes. 


Nous écrivons: ft} = 2.Srit) - 2,5r(t-2) 
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Exemple 4-3 Décomposition d’une excitation en une somme d’échelons et de 
rampes 


ft) 


Figure 4-12 Décomposition d'une excitation en une somme de fonctions singulières. 
Nous écrivons: ft) = Srit) -1Ouit-1) - 5r(t-2) 


Exemple 4-4 Décomposition d’une excitation en une somme d’échelons et de 
rampes 

A) 

6L= <= 


Figure 4-13 Décomposition d'une excitation en une somme de fonctions singulières. 


Nous écrivons: f{t) = L.5Sr{t) + Suit) -Gu(t-2) - 1.Sr{t-2) 


4.4 Fonctions exponentielles 
Une fonction exponentielle complexe du temps est une fonction de la forme suivante: 
x(t} = Xet (4-10) 
où X= |[X{eit est l'amplitude complexe, 
s = o + Jo est la fréquence complexe. 
Nous pouvons aussi exprimer la fonction exponentielle x{t) sous la forme suivante: 


x(t) = IXete (0 Ixje el 0 (4-11) 


La fréquence complexe s comprend une partie réelle et une partie imaginaire: 

* la partie réelle © est définie comme la fréquence népérienne. Elle représente le taux de 
variation de l'amplitude de x{t}. Elle a comme dimension neper/s. Lorsque © < 0, on 
l'appelle facteur d'atténuation. 
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* la partie imaginaire w est définie comme la fréquence angulaire. Elle représente le taux 
de variation de la phase de x{t}. Elle a comme dimension rad/s. La frêquence angulaire 
est reliée à la fréquence et à la période par: 


2n 
o=2m=T 


où f est la fréquence en Hz et T est la période en s. 


4.4.1 Cas où X et s sont réels 
Si X et s sont réels, la fonction x{t} est une fonction exponentielle réelle du temps: 

x{t) = |X{e°t (4-12) 
L'allure de la fonction exponentielle réelle |X|e°* dépend du signe de o: 


°5 > 0: |X{eft est une exponentielle croissante 
*5=0: |X|eft est une constante 
‘0 < 0: |X|etest une exponentielle décroissante 


Xe°t o>0 


Figure 4-14 Fonctions exponentielles réelles. 


La fonction exponentielle et est caractérisée par sa constante de temps t qui est égale à: 


1 
= — 4. 
tee (4-13) 
4.4.2 Cas où X et s sont complexes 
Si X et s sont complexes, la fonction Xe't est une fonction complexe du temps: 
x(t) = IXete)(et+0 (4-14) 


— 
On peut représenter la fonction x{t) par un vecteur tournant X (appelé phaseur ou vec- 
teur complexe} dans la plan complexe avec: 


ixle®! est la longueur du vecteur, 
{ot + à) est l'angle du vecteur. 


2 | F4 ; 
On constate que le vecteur X tourne avec une vitesse angulaire égale à & {en rad/s) et 
que sa longueur est une fonction exponentieile du temps. 


100 CIRCUITS ÉLECTRIQUES 


La figure 4-15 montre la fonction x(t) = [X|e°'e/ 


deux cas os < Oets > 0. 


(t+9) dans le plan complexe pour les 


MECS eee ne s< © 


7 VE 


Re 


a>0 


se rad/s 
8 A 


Re 


Figure 4-15 Représentation de x{t) = XIe" tel(2t+ # dans le plan complexe. 
gu P LP 


La fonction complexe x{t) = Xe“ ne peut être utilisée pour représenter une tension ou 
un courant qui sont des fonctions réelles du temps. 


En utilisant la fonction Xe‘! et sa conjuguée (Xe*!)* nous pouvons former une fonction 
réelle du temps y{t) qui peut être utilisée pour représenter une tension où un courant. 
Nous écrivons: 


y(t) = ZLXCD + x*(D)] = ZLEXIe EN PEED) à (Ixter te 8 0)] (4-15) 


vtt) = IXte‘cos(ot +4) (4-16) 
On écrit aussi: 
ytt) = Re(Xe“!} = Re{IXlee(® +19 2 [xletcos{wt +4) {4-17) 
L’allure de y{t) dépend du signe de co: 
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+ © = O: vit} est une fonction sinusoïdale à amplitude constante 
* © > 0: yit) est une fonction sinusoïdale à amplitude croissant exponentiellement 


+ © < 0: yit) est une fonction sinusoïdale à amplitude décroissant exponentielle- 
ment 


La figure 4-16 montre la fonction y(t} = Re{Xe“!'} = jXle“'cos{wt + $) pour ces trois 
cas. 


Enveloppe |X|e°! 


{a} >t 

(b) > t 
Enveloppe [XJe°! 

{c) t 


Figure 4-16 La partie réelle d’une fonction exponentielle complexe Xe‘. 
{a} Cas où a > ©. fb} Cas où s« = 0. Cas où & < 0. 


Nous pouvons utiliser la fonction Xe%t et sa conjuguée (Xe“)* pour former une autre 
fonction réelle du temps z{t) qui peut être utilisée pour représenter une tension ou un 
courant. Nous écrivons: 


z{t) = ORNE = Zlte eee 0)  (1xleTte et 0) (4-18) 
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z{t) = [Xe sin(ot +4) (4-19) 
On écrit aussi: 


Z{t) = Im{Xe*!} = Im{|Xlei*et® +1) 2 |Xletsin(wt +6) (4-20) 


4,5 Fonctions sinusoïdales 


st jt +4) 


Considérons une fonction exponentielle complexe xt} = Xe“ = jXJe avec 6 = 


Q: 
x(t) = [Xjet®t+ 0) (4-21) 


Dans ce cas, la fonction x{t) est représentée dans le plan complexe par un vecteur tour- 
nant (vitesse = « rad/s) dont la longueur est constante (|X|). 


5€ NE rad/s 
ÉD ATOS \ 


Figure 4-17 Représentation de xit} = IXteit®t *® ans le plan complexe. 


La partie réelle de x{t) est une fonction sinusoïdale: 

y(t) = Re{x(t)} = 3 XD) + x} = IXIcos(ot+6) (4-22) 
La partie imaginaire de x{t) est aussi une fonction sinusoïdale: 

z{t} = Im{x(t)} = 7 CD-x" (0) = [XIsin(ot+4) (4-23) 


Dans ces deux fonctions, |X| est l'amplitude, w est la fréquence angulaire (en rad/s) 
et b est la phase (en rad). 


La fréquence est définie comme: f = en Hz 


La période est l'inverse de la fréquence: T = en seconde 
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yet) = [XI|cos (ot +6) 


Amplitude [X| > +  — — — — — —- 


Figure 4-18 Fonction sinusoïdale. 


4.6 Fonctions périodiques 


Une fonction du temps f{t) est définie périodique si elle se répête à des intervalles de 
temps réguliers de To. Cet intervaile Ty est défini comme la période de la fonction f{t]. 


tu Période To 


Figure 4-19 Fonction périodique. 


La fréquence de la fonction f{t} est égale à l'inverse de sa période: fo = =: 


4.6.1 Série de Fourier 
Une fonction périodique f{t) de période Ty peut être exprimée comme une somme de 
fonctions exponentielles: 


Le] 
«= Ÿ Ge" (4-24) 
n=-"0 
To 
avec: oo = 27f5 = Le et C, = 1f f(tje ?"°0"dt 


To 
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Cette série est connue comme série de Fourier. 


Les coefficients C, sont en général complexe:  C, = Ce?" 


On peut démontrer que C., = (C,}* = IC Je". Par conséquent, on peut combiner les 


n 


| : jnogt -jnowot 
fonctions exponentielles complexes C,e""” et Ce" deux par deux afin de con- 
vertir la série (4-24) en une somme de fonctions sinusoïdales: 
ao 
f(t) = Co+ », 2]C,|cos(naçt +4.) (4-25) 
n=l 
où Cest la composante continue 
2]C.|cos(wst +4.) est la composante fondamentale 
2]C,]cos(ne,t+4,} sont les composantes harmoniques 


La composante continue est donnée par: 
Css ft 
oo |? f(odt (4-26) 
To 


Nous constatons que la composante continue est égale à la valeur moyenne de !a fonc- 
tion f{t) calculée sur une période T,,. 


Exemple 4-5 Décomposition d’un train d’impulsions carrées en série de Fourier 
Considérons le signai périodique x{t) montré dans la figure 4-20. 


x(t} 


30 
+ + | + | > { 
-5 1 © 1 5 10 ms 


Figure 4-20 Train d'impulsions carrées. 


La période du signal x{t) est Ty = 5 ms. Sa fréquence est f, = 1/0.005 = 200 Hz. La fré- 
quence angulaire est &©p = 2rfo = 4007 rad/s. 
La composante continue est égale à: 


001 
Gb 30dt = 2 x 30 = 12 
0.005 J., 00: 5 


Les coefficients C,, sont donnés par: 


1 001 , -inuot 30 { 1 Y.-invot/0 001 
Ge 30e "at = 
a ransl ; el }e 
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C, = sin(n27) 
On calcule les premières composantes harmoniques: 
C;, = 9.0819 C3 = 2.8065 C3=-1.8710 
C4 = -2.2705 Cs = 0.0 C6 = 1.5137 
C7 = 0.8018 Cg = -0.7016 Ca = -1.0091 
C0 = 0.0 Ci1i=... C12=... 
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Alors, la fonction x{t) peut être exprimé comme une somme de plusieurs composantes: 


x(t) = 12+18.1638cos(aoÿt}+5.613cos(2w,t)-3.742cos(3açt} 
— 4.541 cos(4oçt) + 3.0274 cos(6o,t) + 1.6036cos(7ot)}) 
- 1.4032cos{8o,t)-2.0182cos(9w,t) + … 


avec op = 4007 rad/s. 


La figure 4-21 montre trois fonctions synthétisées utilisant respectivement les cinq, dix 


et quinze premières harmoniques de x{t}. 
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{a} 
t 
0 5 10 ms 
{b) 
t 
5 10 ms 
{c} 
t 


Figure 4-21 Synthèse du train d'impulsions carrée. 
{a) Utilisant C et les cing premières harmoniques. 
{b} Utilisant C, et les dix premières harmoniques. 

{c} Utilisant Cà et les quinze premières harmoniques. 
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Exercices 


4,1 Écrire une expression mathématique pour chacune des excitations apériodiques montrées 
dans la figure E4-1. 


V1 


> 
ms 


{a} {b) 


Figure E4-1 


4.2 Tracer en fonction du temps les fonctions suivantes: 
a) ft) = (St-2}[u(t-1)-u(t-3)}] 


b) f{t} 


10cos[ 1000nt = ) [utt- 1x 10 %)-u(t-3 x 10°] 


c) f(t) = Sutt- 107?) IOu(t-3 x 107°)+ Su(t-5 x 107?) 
d} f(t) = = 30r{t) + 60r(t-0.1)- 30r(t-0.3)- 3u(t- 0.5) 


4,3 Tracer en fonction du temps les fonctions suivantes: 


a) f(t) = 15e ?'u(t) 


b) f(t) = 1572-05) 


u(t-0.5) 

c) ft) = 15e *‘u(t- 0.5) 

d) ft) = 15f1-e 7'Ju(t) 

e) f{t) = 15e 2tcos(10t+ 0.5)u(t) 


-2t 


f} ft) = 15e ° cos(10t+0.5)u(t-0,5) 
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Exprimer chacune des fonctions suivantes sous trois formes différentes: partie réelle d'une 
fonction exponentielle complexe, partie imaginaire d'une fonction exponentielle complexe, 
et somme de deux fonctions exponentielles complexes conjuguées: 


a) f(t) = 5Ocos(500nt - 1.24) 
b) f(t) = 50sin(500nt + 0.55) 


-15t 


c] f(t) = 50e cos(500xt + 0,9) 


-1St 


d) f(t) = 50e ”‘sin(5007t - 0.9) 


Déterminer la composante continue et les composantes harmoniques de chacune des fonc- 
tions périodiques montrées dans la figure E4-5. 


Figure E4-5 
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Chapitre 5 


ANALYSE TRANSITOIRE 
DES CIRCUITS ELECTRIQUES 


Dans ce chapitre, les méthodes d'analyse transitoire des circuits électriques sont pré- 
sentées. Une méthode d'analyse utilisant les équations différentielles est étudiée et ap- 
pliquée à des circuits du premier et du deuxième ordre. 


5.1 Excitation et réponse 


Considérons un circuit électrique auquel on applique des sources de tension et de cou- 
rant à un certain instant que l’on peut prendre comme l’origine du temps (t = 0). Ces 
sources constituent l'excitation du circuit. Les tensions et courants dans les branches 
du circuit, résultants de l'application des sources, constituent la réponse du circuit. 


Circuit 
électrique 


Excilation 


(Sources de tension 
et de courant) 


Réponse 


{Tensions et courants 
dans les éléments du circuit) 


Figure 5-1 Excitation et réponse d’un circuit électrique. 


Lors de l'analyse d’un circuit électrique, on étudie son comportement qui est représenté 
par la réponse du circuit à des excitations spécifiques. 
La réponse d'un circuit électrique, suite à l'application d’une excitation, comprend gé- 
néralement un régime transitoire et un régime permanent. 
° Durant le régime transitoire, les tensions et les courants du circuit évoluent avec 
le temps. Ce régime ne dure qu'un temps limité. 
+ Durant le régime permanent, les tensions et les courants du circuit n'évoluent 
plus et ils demeureront inchangés jusqu'à l'infini s’il n'y pas d'autre excitation. 
Le régime transitoire existe toujours dans les circuits contenant des éléments KR, L, C 
et excités par une source quelconque. Par contre, le régime permanent existe seulement 
avec les excitations qui sont constantes (excitation continue} ou périodiques. 
L'analyse transitoire consiste à déterminer la réponse d'un circuit électrique suite à 
l'application d’une excitation. 
L'analyse du régime permanent consiste à déterminer la réponse d'un circuit électrique 
après que les transitoires soient terminés. 
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Application 
de l'excitation 


| 


———— ——#—_ —————————————— ———— | 


() 


i Régime 
——— REPOS ———— >< —— RQ _—_— #4 9 


transitoire permänent 


Figure 5-2 Régime transitoire et régime permanent. 


5.2 Méthodes d’analyse transitoire des circuits électriques 
Pour déterminer la réponse d'un circuit électrique, on peut utiliser une des méthodes 
suivantes. 
+ Analyse par équations différentielles: 
On établit une équation différentielle qui relie la réponse y à l'excitation x: 


mm 
.+& D+a07 = b Sa tee + bi + box (5-1) 


où les coefficients a.,, …, 41, ag, bin, .…., bi, bo Sont des constantes. 


La résolution de cette équation différentielle donnera la réponse y. 


+ Analyse par variables d'états: 


On établit les équations d'état du circuit qui sont des équations différentielles du pre- 
mier ordre écrites sous forme matricielle: 


= Ax+ Bu (5-2) 
y = Cx +Du (5-3) 


x = vecteur d'état = [x] xo … Xn!7 


y = vecteur des sorties = [yy Ya … Yo! 


À 
B=matrienxp 


vecteur des entrées = [U] uo … u_]J" 


il 


matricenxn 


C=matriemxn 

D = matrice m xp 
Ces équations relient les sorties y et les excitations u. 
La résolution des équations d'état donnera les sorties y. 


+ Analyse par la transformation de Laplace: 

La transformation de Laplace permet de transformer les éléments électriques ainsi que 
les tensions et courants du domaine du temps vers le domaine de s. On établit les équa- 
tions d'équilibre dans le domaine de s, qui sont des équations algébriques. 


La résolution de ces équations d'équilibre donnera la réponse Y dans le domaine des. 


La transformation inverse de Laplace permet de retrouver la réponse y dans le dornaine 
du temps. 
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+ Simulation numérique: 

De façon générale, la simulation numérique de circuits électriques consiste en la résa- 
lution numérique des équations d'état ou des équations nodales établies à l’aide de pro- 
grammes de saisie de Schéma. 


Saisie Éauations d'état 


de schéma ou 
équations nodales 


Résolution 
numérique 


Réponse 
du circuit 


Figure 5-3 Simulation numérique de circuits électriques. 


5.3 Analyse des circuits électriques par équations différentielles 


5.3.1 Équations différentielles d’un circuit électrique 


Dans un circuit électrique, les tensions dans les éléments sont reliées par des équa- 
tions algébriques (loi des tensions de Kirchhoff] qui sont de la forme: 


N 


Dev (5-4) 


kz=1 
où v, est une combinaison linéaire des excitations. 


De la même façon, les courants dans les éléments sont reliés par des équations algé- 
briques {loi des courant de Kirchhoff) qui sont de la forme: 


M 


sS PE (S-S) 


kz=1 
où 1, est une combinaison linéaire des excitations. 


Si le circuit ne contient que des éléments R, L, C, les tensions et les courants sont reliés 
par des équations suivantes: 


v = Ri pour une résistance (5-6) 
= LE pour une inductance (5-7) 

dv 

i= CT pour un condensateur. (5-8} 


On peut déduire que dans un tel circuit, la réponse y est reliée à l'excitation x par une 
équation différentielle à coefficients constants. 

De façon générale, l'équation différentielle qui relie la réponse y et l'excitation x d’un 
circuit électrique est de la forme suivante: 


a PS res 2 dx, + b Xbox (5-9) 
"at? dt Fat” dt 
où les coefficients ag, ay, …, a, et bo, bi, .…, b,, sont des constantes qui dépendent des 


valeurs des éléments. 
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Exemple 5-1  Équation différentielle d’un circuit RLC 
Considérons le circuit RLC série montré dans la figure 5-4. 


Figure 5-4 Circuit RLC série. 


La source de tension v, est l'excitation. Le courant i, est considéré comme la réponse 
du circuit. 
On écrit l'équation de tensions dans la maille unique du circuit: 


VR+VLE VE = Vs (5-19) 


On remplace les relations v-i dans l'équation de tensions: 
RL E (de (5-11) 
1 — +—h = V = 
1 dt C f 1 8 


En dérivant les deux membres de l'équation, on obtient l'équation différentielle du 
deuxième ordre suivante: 


er to = — (5-12] 


Cette équation différentielle relie la réponse i, du circuit à l'excitation v,. Pour une ex- 
citation v, donnée, le courant i, est obtenu en résolvant cette équation. 


5.3.2 Linéarité des circuits électriques 


Nous pouvons démontrer qu'un circuit électrique initialement au repos {c'est à dire que 
les variables du circuit sont nulles avant l'instant t = 0} dont la réponse et l'excitation 
sont reliées par une équation différentielle à coefficients constants est linéaire. 


Considérons par exemple un circuit électrique dont la réponse y est reliée à l'excitation 
x par une équation différentielle du premier ordre: 


d dx 
a1 TE + 80 = bi + box {5-13} 
La réponse y, à une excitation x, est la solution de l'équation suivante: 
dy: dx; 
ré à = Pie * Vox {5-14} 


La réponse y, à une excitation x: est la solution de l'équation suivante: 
dy dx) 


On multiplie l’équation (5-14) par une constante À et l'équation (5-15) par une cons- 
tante B. En additionnant les deux résultats, on obtient: 
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Alan + ao + Bei D + eur = À Die + box +B bi + Pox2 (5-16) 
ou bien: 
a (AY) + By2} + ao{ AY] + Byo} = bi Sax; +Bx)}+bolAx;+Bx,) (5-17) 


Cette équation démontre que {Ayi+By2) est la réponse du circuit à l'excitation 
(Ax1+Bxa). La linéarité du circuit est donc prouvée. 


5.8.3 Propriétés des circuits électriques linéaires 

Linéarité 

Si «y, est la réponse à l'excitation x;» et «y, est la réponse à l'excitation x9v, alors 
«{Ay.+By2} sera la réponse à l'excitation (Ax,+Bxojr, où À et B sont des constantes ar- 
bitraires. 


Réponse à la dérivée et à l'intégrale d’une excitation 
Si y est la réponse à l'excitation x, alors: 


d° d'x 
— sera la réponse à es (5-18) 
dt dt 
Î y(r)dr sera la réponse à f x(Tr})dr {5-19) 
-D 09 


Réponse à une excitation retardée 
Si y est la réponse à l'excitation x, alors: 


y{t-to) sera la réponse à X{t-t5) 
Réponse à la partie réelle {ou imaginaire) d’une excitation complexe 


Si y est la réponse à l'excitation complexe x, alors: 


Re{y] sera la réponse à Rex] 
Im{y] sera la réponse à Im{x] 
y* sera la réponse à x* 


5.3.4 Résolution des équations différentielles des circuits électriques 


Considérons l'équation différentielle qui relie la réponse y et l'excitation x d'un circuit 
électrique initialement au repos (les tensions et courants du circuit sont nuls avant 
l'application de l'excitation): 


a+. + ag = X {5-20) 


L'excitation est appliquée à un instant donné que l’on peut prendre comme l'origine du 
temps {t = 0). De cette façon, la fonction x est une fonction discontinue de la forme: 


x{t) = f(tju(t). 
Nous considérons donc deux zones distinctes: t < 0 et t > O. 
+ Pourt< O: La réponse y est égale à O. 
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+ Pourt > Q: La réponse y est la solution de l'équation différentielle suivante: 
d y dy 
Tip. La po = f{t 

Ann lat oŸ ( 


+ À l'instant t = O, yet ses dérivées (jusqu’à ordre n-1) doivent être continues (c’est 
à dire qu'il n’y pas de changement brusque de valeur). Ces conditions aux limites 
permettront de déterminer la solution complète pour y. 


Application de 


Rat n 
l'excitation d 


ÿ dy 2 
a sr ue +*a14 20 = f(bu(t) 


n 
| dt 


y=0 : y = solution de f'équation différentielle 
| d'y dy 
ant +*aa +aoy = ft) 
dt 
Conditions aux limites (t = 0): 
y{0+) = y(0-) 
"(0+} = y'(0- 
Y{0+)= y(07 Remarque: 
ÿ'(0+) = y”(0-) t= 0-est l'instant juste avant t = 0 
CE t = 0+ est l'instant juste après t = Q 
y 0(0+) = y17-0(0-) 


Figure 5-5 Solution des équations différentielles des circuits électriques. 


Dans le cas où le deuxième membre de l'équation différentielle contient des dérivées de 
x, on appliquera le principe de superposition pour trouver la solution tel qu'illustré 
dans le tableau 5-1. 


Équation différentielle Solution 


dx 


+ bi +b5x 


Tableau 5-1 Solution des équations différentielles avec des dérivées au deuxième 
membre. 
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5.4 Circuits du premier ordre 


Un circuit du premier ordre est un circuit dont la réponse y et l'excitation x sont reliées 
par une équation différentielle du premier ordre: 


2 D + 809 = bi + box (5-21) 


où les coefficients a1, ap, b1, bo sont des constantes. 
Le circuit de base d'un circuit du premier ordre prend une des deux formes suivantes: 


+ circuit RC: une résistance et un condensateur 
k 3 


« circuit RL: une résistance et une inductance 
C 
(a) (b} 


ti 


Figure 5-6 Circuit de base d'un circuit du premier ordre. 
(a) Circuit RC. (b} Circuit RL. 


La figure 5-7 montre quelques exemples de circuits du premier ordre. 


R L 
+ 
{a} (b} 
L, 
THOO- 
A R 
{d} 


Figure 5-7 Exemples de circuits du premier ordre. 
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5.4.1 Réponse d’un circuit RC à un échelon 
Considérons le circuit RC montré dans la figure 5-8. 


is R Vs 
+ VR - E 
+ + 
Ve € Vc 
: t 
vs = Euft) 0 


Figure 5-8 Circuit RC excité par une source échelon. 


Le circuit est initialement au repos: les tensions et les courants dans le circuit sont nuls 
avant l'instant t = 0. 


La source de tension v, = Eult), qui représente une source de tension continue E appli- 
quée à t = O, est l'excitation du circuit. 
Le courant i, et les tension ve et v< sont les réponses du circuit. 


Nous considérons en particulier la tension ve aux bornes du condensateur. 
Nous écrivons l'équation d'équilibre du circuit: 

VRTVC = Vs (5-22) 
ou bien: 


RC vel +ve = Eu(t) (5-23) 


Cette équation différentielle linéaire a comme deuxième membre une fonction qui est 
discontinue à t = O. Par conséquent, nous allons considérer deux intervalles distincts: 
t<0ett>0. 


+ Pour t < 0: le circuit est au repos. Donc ve = O. 


* Pour t > 0: ve est la solution de l'équation différentielle suivante: 
RC vel + ve = E (5-24) 
La solution de cette équation est la somme de deux termes: 

VE VGPFYEH (5-25) 
où ver est une solution particulière de l'équation (5-24) et vcy est la solution de l’égua- 
tion homogène RCE] +vVe = 0. 

La solution particulière de l'équation (5-24) est: vcp=E 


: : à 3 : Sit À 
La solution de l'équation homogène est de la forme suivante: v<y, = Ae l,oùAets, 
sont des constantes à déterminer. 


P : re sit - ; 
La constante s, peut être déterminée en remplaçant ve, = Àe dans l'équation ho- 
mogène: 
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RCÉ[Ae"" + Ae°"° 20 (5-26) 


ou bien: 
RCs, +1=0 (5-27) 


Cette dernière équation est connue comme l'équation caractéristique du circuit. 


La solution s; = — s'appelle la fréquence naturelle du circuit. 


1 

RC 

La quantité t = 5: = RC a comme dimension «seconde» et est définie comme la cons- 
1 

tante de temps du circuit. 

Alors, la solution pour ve pour l'intervalle t > O est: 

—t 


ve = E+Ae*° (5-28) 

La constante A est déterminée par la condition irutiale de v& (c’est à dire la valeur de ve 
à l'instant t = O+) 
On définit: 

t = 0- est l'instant juste avantt = O0, 

t = 0+ est l'instant juste après t = ©. 
Nous avons: 

vc{(0-) = 0 parce que le circuit est initialement au repos. 
En examinant l'équation (5-23), on constate que le membre droit [Eul(t)] est discontinu 


à t = O0. Par conséquent, le membre gauche est aussi discontinu à t = 0. Cette disconti- 


nuité doit se trouver uniquement dans le terme RCL [v<] parce que si ve est discon- 
tinue, sa dérivée Slvel sera infinie {ce qui n’est pas conforme). 


Donc, on conclut qu'à l'instant t = O, v& est continue et sa dérivée Live] est disconti- 


nue. 
Alors, nous avons: ve(0+) = vc(0-) = 0 
=t 
En remplaçant t = O dans l'expression ve = E+ Âere , on obtient: 
ve{0+) = E + A = 0 
On déduit: A=-E 
Finalement, la solution pour tout t est: 
0 pour t<0 


= =t 
Ve = ne (5-29) 
El: - F) pourt>0 


On peut aussi exprimer ve sous une forme plus compacte: 
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et: 
Ve = CE Auto (5-30) 


Le courant i, peut être calculé à partir de ve: 


=t 


i, = CEvel = cafe AO) = Re“ u(t) (5-31) 


l 
+ 


vet} 


{a) 


E/R 


(b} 


Dr 2 à « Sr 


Figure 5-9 Réponse d’un circuit RC à un échelon de tension Euft). 
{a) Tension aux bomes du condensateur. {b} Courant dans le condensateur. 
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5.4.2 Réponse d’un circuit RL à un échelon 
Considérons le circuit RL montré dans la figure 5-10. 


i4 R Vs 


+ VR - E 


Figure 5-10 Circuit RL excité par une source échelon. 


Le circuit est irutialernent au repos: les tensions et les courants dans le circuit sont nuls 
avant l'instant t = O0. 


La source de tension v, = Eul(t}, qui représente une source de tension continue E appli- 
quée à t = 0, est l'excitation du circuit. 
Le courant i, et les tension vR et vs sont les réponses du circuit. 
Nous considérons en particulier le courant i, dans l’inductance L. 
Nous écrivons l'équation d'équilibre du circuit: 

VRYVL = Vs (5-32) 
ou bien: 


LE] + Ris = Eut(t) (5-33) 


La résolution de cette équation différentielle linéaire peut être effectuée de façon iden- 
tique au cas précédent. 


+pourt<O: i,=0 

- pour t>0: 1, est la solution de l'équation LE) +Ri,=E 
Nous avons: i =ip+h 

2 E , . " . sit , £ 
avec: lip = p est la solution particulière et i,,, = Ae est la solution homogène. 


La fréquence naturelle s; est la solution de l'équation caractéristique: 


Ls,+R=0 (5-34) 
ER 
Alors: HET 
La constante À est déterminée par la condition initiale de i]: 
i1(0+) = i1(0-) = 0 = e+ A (5-35) 
Ras 
Donc: À = R 


Finalement, la solution pour tout t est: 
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ait 
i, = le fo (5-36) 
R 
La tension aux bornes de l'inductance est calculée à partir de 1,: 
à afef, 2 E 
: 1 = ns dJEli LE e L : 
vs Li} = sel e ko) Ee ‘ u(t) (5-37) 


{a} 


(b} 


0 T 2t 3t ât St 


Figure 5-11 Réponse d’un circuit RL à un échelon de tension Eult). 
{a} Courant dans l’inductance. {b} Tension aux bornes de l’inductance. 


5.4.3 Comportement d’un condensateur et d’une inductance à t = O+et 
à t — x dans un circuit excité par une source échelon 
En examinant la réponse d’un circuit RC à un échelon de tension, on constate que: 
* àt = O+ un condensateur se comporte comme un court-circuit 
+ àt un condensateur se comporte comme un circuit ouvert 
En examinant la réponse d’un circuit RL à un échelon de tension, on constate que: 
+ àt = 0+ une inductance se comporte comme un circuit ouvert 
+ àât «une inductance se comporte comme un court-circuit 
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Utilisant ces observations, on peut déterminer la réponse d’un circuit du premier ordre 
à une excitation échelon simplement par inspection. Il suffit de retenir les points sui- 
vants: 


a} La réponse d’un circuit du premier ordre {RC ou RL) à une excitation échelon est de 
la forme suivante: 


et 


vtt = a+ Be" lu) (5-38) 


où À et B sont des constantes, et + est la constante de temps du circuit. 
b} La constante de temps + est déterminée en utilisant le circuit de base: 
t = RC pour un circuit RC 
t=L/R pour un circuit RL 
c) Les constantes A et B sont déterminées par les conditions initiale (t = O+) et finale (t 
— «) de la réponse y{t). 


* la condition initiale pour y{t) est obtenue en remplaçant chaque condensateur par 
un court-circuit et chaque inductance par un circuit ouvert: 
yl0+) = A+B 
+ la condition finale pour y{t) est obtenue en remplaçant chaque condensateur par 
un circuit ouvert et chaque inductance par un court-circuit. 


y{c) = A 
Exemple 5-2 Analyse d’un circuit du ler ordre par inspection 
Soit le circuit RC montré dans la figure 5-12. 
if R4 
: + R,=100 0 


vs( ) C—= RS R2= 2000 


| - C = 500 uF 
Vs = 120ut} 


Figure 5-12 Circuit du premier ordre excité par une source échelon. 


On désire déterminer le courant i, et la tension va. 


On obtient le circuit de base en annulant la source de tension vs. 


Ri =100 Q 
R, = 200 Q CR, —> C {R4/R>) 
C = 600 uF 


Figure 5-13 Circuit de base. 


La constante de temps du circuit est: 


t = (R,ILR2)C = (10011200) x 500x10 ° = 33.33 ms 
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ai 
Le courant i,{t) est de la forme suivante: 0 = LÉ +Be° | 
À 
La tension vait) est de la forme suivante: vo(t) = Le +De° ko 


Les constantes A, B, C, D sont déterminées par les conditions initiales et finales de i; 
et va. À t = O+, on remplace le condensateur par un court-circuit. À t >, on remplace 


le condensateur par un circuit ouvert. Les circuits équivalents initial et final sont mon- 
trés dans la figure 5-14. 


i4(0+) 100 Q io) 100 Q 


" + + 


+ 
120 V v{0+)  120V( ) 200 NS vale) 
‘ 200 À . ï , 


(a) (b} 
Figure 5-14 Circuits équivalents. 
{a À t=0+. (b}Â =. 

À t = O+, le courant i, et la tension v, sont: 

i,(0+) = 120/100 = 1.2 A 

vo(0+) = OV 
À t — w, le courant i, et la tension v, sont: 

ij{o) = 120/300 = 0.4 A 

200 

200 + 100 


En remplaçant t = O0 et t = dans les expressions de i;{t) et va(t}, on obtient les relations 
suivantes: 
i,(0+)=A+B=1.2 


Va) = x 120V = 80 V. 


io) = À = 0.4 
vo(0+}= C+D-0 
vale) = C = 80 


On déduit B=0.8 et D = -80 
Alors, la solution pour i, et v, sont: 
—t 


i(t) = Los + 08e" ]ut avec t = 33.33 ms, 


=t 


et v(t) = [80 E 80e" ut avec r = 33.33 ms. 
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fa) 


{b) 


Figure 5-15 Réponse du circuit RC de l'exemple 5-2 à un échelon 120ult). 
{a) Courant dans la source. (b)] Tension aux bomes de la résistance Ro. 


5.4.4 Réponse d’un circuit du premier ordre à une impulsion ou une 
rampe 


La réponse d’un circuit linéaire à une impulsion {ou une rampe) peut être obtenue en 
dérivant (ou en intégrant) sa réponse à un échelon, Ce résultat découle directement des 
propriétés des circuits linéaires. 


Excitation Réponse | 


80 = LLu(H) 


r(t} = l u{t}at 


Tableau 5-2 Propriétés des circuits linéaires. 
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Exemple 5-3 Réponse d’un circuit du Ler ordre à une impulsion et à une rampe 
Considérons le circuit de l'exemple 5-2, Nous allons déterminer le courant i,{t) et la ten- 
sion vo(t) pour v, = 1208(t) et v, = 2400rit). 
Cas où v, = 1205(t) 
Dans l'exemple 5-2, on a déjà obtenu les réponses à un échelon de 120 V: 
2 _ 

ij(t) = 104 + 0.8e ‘co et vo(t) = 180-806 it avec Tt = 33.33 ms. 
Pour obtenir les réponses à une impulsion 120ä(t), on dérive simplement les expres- 
sions de ij{t) et volt}. 


+ “ = 


ij(t) = alle 4 + 0.8e so} = 1.28(1-ŸS Be" u(t) = 1.28(t)-24e" ut} 


Z 


voit) = a eo 80e “luo) = 80 ue - 2400e° u(t) 


0.04 0.08 0.12 0.16 02 


Figure 5-16 Réponse du circuit RC de l’exempie 5-2 à une impulsion 1206ft}. 
{a} Courant dans la source. {b} Tension aux bornes de la résistance R>. 
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Cas où v, = 2400rit) 
Les réponses à une rampe de 2400rit) sont obtenues en intégrant les expressions de 
i(t} et vo(t} obtenues pour une excitation de 120u(t) et en multipliant le résultat par 20. 


t 


= = 
ijtt) = 20 | {04 +08e" htka = Jets o.ssaf -e") lat 


t 


vo(t) = 20 f {{eo-a0e" lo ae _ [1600-53 234/ AIT 


iq(t} 


2 


{a) 


(7) 


Figure 5-17 Réponse du circuit RC de l'exemple 5-2 à une rampe 2400rft). 
{a) Courant dans la source. (b} Tension aux bornes de la résistance R:. 
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5.4.5 Réponse d’un circuit du premier ordre à une excitation apériodique 
En général, on peut décomposer une excitation apériodique en une somme de fonctions 
singulières (échelon, rampe, ..) et appliquer le principe de superposition pour détermi- 
ner la réponse. Cette approche est illustrée dans l'exemple 5-4. 


Exemple 5-4 Réponse d'un circuit du ler ordre à une impulsion carrée 

On considère le circuit RC de l’exemple 5-2. On désire déterminer le courant i, et la 
tension v, lorsque la source de tension v, est une impulsion carrée d'amplitude 180 V 
et de largeur 50 ms comme illustrée dans la figure 5-18. 


vs{) 


Figure 5-18 Impulsion carrée de 0 0.055 ‘ 


l'exemple 5-4. 


On peut décomposer v, en une somme de deux échelons: 
vtt) = 180Ou(t)- 180u(t-0.05) 
Dans l'exemple 5-2, avec une source v, = 120uft), nous avons obtenu: 


+ -t 
ijét) = 104 + 0.8e° Po et voit) = 180 - 80e iT avec t = 33.33 ms. 


En utilisant les propriétés des circuits linéaires, nous pouvons déterminer i, et v, pour 
ce cas où v,(t) = 180u(t}-180u(t-0.05} (que nous appelons i], et va,): 


180. 180. 
ljx = 120410 -:55'(t-0.05) 
180 180 
Vox © 220201) - jogvatt - 0.05) 
Alors: 
= —(t-0.05) 
li = 15/04 +08e* lu) LS|lo4+a8e : re-005)| 
at —{t-0.05) 


ix = 106 + 12e* luo-[06 12e 7 ft-005) avec 1 = 33 ms 


t -{t-0.05) 


et: Vox = L.5/[80-80e* jun} 1.5/[80-s0e ]ue-005)) 


= —{(t-0.05} 
Vox = [120- 120e"° je -[120 -120e ‘ ]mt-005) avec t = 33 ms 
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Figure 5-19 Réponse du circuit RC de l'exemple 5-2 à une impulsion carrée 
d'amplitude 180 V et de largeur 50 ms. 
{a) Courant dans la source. (b) Tension aux bomes de la résistance R:. 


5.4.6 Réponse d’un circuit du premier ordre à une excitation sinusoïdale 


Considérons un circuit RC initialement au repos montré dans la figure 5-20. 


4 R { 


vs = (ACOSpt}u(t} 


vs = (Acosoot}uit) 


Figure 5-20 Circuit RC excité par une source sinusoïidale. 


L'excitation v, est une fonction sinusoïdale appliquée brusquement à t = 0: 
vs = (Acosoot}u(t) 
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L'équation différentielle qui relie la tension ve à l'excitation v, s'écrit: 
RC ve + Ve = v, = (Acoswot}u(t) (5-39) 
Nous pouvons exprimer v, Comme la partie réelle d’une fonction exponentielle comple- 
XE: 
V, = À: el TO 
L’équation (5-39) devient: 


RC Eve + Ve = a-Rele"ut} (5-40) 


Pour résoudre cette équation différentielle linéaire, nous résolvons en prernier lieu la 


mêrne équation mais avec le deuxième membre égal à ee” u(t): 
d joot 
RCE vx + Vx = € uit) (5-41) 


La tension vc sera obtenue ensuite par la relation suivante: vec = A-Re{v,} 
Solution pour vx: 

» pourt < D: vx= 0 

+ pour t > O: vx est la solution de l'équation suivante: 


RC VX vx = e (5-42) 


La solution v, est la somme de la solution particulière v,r et la solution homogène vx: 
Vx = Vxp*tVxH 


Ô 


| dr j&ot Ur 
- La solution particulière vyp est v,R = Be , où B est une constante à déterminer. 


En remplaçant vyp = Be/°°" dans l'équation {5-42), on obtient: 


rca pe" Bd tee (5-43) 
ou bien: 
(RCjag + 1)Be"° = e°°° (5-44) 
On déduit: 
L 1 
B = ROjosri RS) 


- La solution homogène vyy est la solution de l'équation homogène 


RCE VxH + VxH = 0. 
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Nous avons: 


L' 


vxg = De” (5-46) 


où: 

+ D'est une constante déterminée par la condition initiaie de vx, 

+ s, est la fréquence naturelle du circuit, qui est la racine de l'équation caractéristique 
RCSs + 1 = 0. Doncs,; = -1/RC. 


Alors, pour t > O, la solution v, est: 


= D -4 
TXT TROjagri F0 

Àt= 0, la variable vy est continue: 

vx(0+) = vx(0-) = 0 (5-48) 
En remplaçant t = O dans l'expression de vx, on obtient: 

1 

D + RCjas+i = 0 (5-49) 

On déduit: 
sl 


Finalement, la solution vx pour tout t s'écrit: 


=t = 
ot  Sà - et  BÈ 
vy = —(" IT = (2 — “Ca Fu (5-51) 
J00 XRCoo) +1 
avec ÿ, = atan(RCa;) 
La tension ve est donnée par la relation suivante: 
= 


costa -60)- coage ut (5-52) 


XRCoO) +1 


Exemple 5-5 Réponse d’un circuit RL à une excitation sinusoïdale 
Soit le circuit RL montré dans la figure 5-21. 
L'équation différentielle qui relie i, à v, s'écrit: 


di, . joot 
Le + Ri; = v, = 50cos(20007tju(t) = 50-Reje ut) {5-53} 


avec gp = 20007 rad/s. 
Nous résolvons en prernier lieu l'équation suivante: 
di jo 

ns € 


LX + Rix = ut) (5-54) 
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vs = 50cos(2000xtjuit) 


Vs = 50c05(2000nt}u(t) 


Figure 5-21 Circuit RL excité par une source sinusoïdale. 


Pour t < @, le courant 1, est égal à zéro. 
Pour t > 0, le courant 1x est 1x æ ixp + 1xH; avec: 


; 1 Joot 1 j20007€ -j1.263 j20007t 
jus. e Œ — = 0.0303e € 
XP Ljos+R 10+j31.416 
=Rt | 
-1 L = _p.03036 11 263,72000t 


et xp = —— 3€ 
XH | 
Lj®, + R 
La solution pour ix pour tout t est: 


_j1.263, j20007t -2000t 
[e — 


ix = 0.0303e Ju(t} (5-55) 


Le courant i, est donné par la relation suivante: 


i, = 50-Re{ix} = 50: Re{0.0303e 7! ?6%fe)20007t_ 07200044); (5-56) 
i, = [1.515cos(20007t - 1.263)-0.4595e *0tu(t) (5-57) 
On peut distinguer dans l'expression de i,{t) deux parties: 
Partie A: [1.515cos(2000nt - 1.263}Ju(t) réponse forcée 
Partie B: [-0.4595e 2000t4u(+) réponse naturelle 


La figure 5-22 montre le courant i, en fonction du temps. 
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Figure 5-22 Réponse du circuit RL de l'exemple 5-5 à une tension sinusot- 
dale d'amplitude 50 V et de fréquence 1 kHz appliquée à t = O. 
{a} Réponse forcée. {b} Réponse naturelle. {c} Réponse totale. 


5.4.7 Discussion sur la réponse d’un circuit du premier ordre 


On constate que la réponse d'un circuit du premier ordre à une excitation appliquée 
brusquement à t = O est constituée de deux parties distinctes: la réponse particulière 
et la réponse homogène. 

- La réponse particulière est de même nature que l'excitation et est appelée aussi la ré- 
ponse forcée. 

Si l'excitation est une constante, la réponse particulière sera une constante. Si l'exci- 
tation est sinusoïdale, la réponse particulière sera aussi sinusoïdale de même fréquen- 
ce. 


+ La réponse homogène est déterminée uniquement par la nature du circuit et est ap- 
pelée aussi la réponse naturelle. Pour un circuit du premier ordre, la réponse naturelle 
est une exponentielle décroissante de constante de temps t. La constante de temps d’un 
circuit du premier ordre est déterminée par les éléments du circuit: 

+ rt = RC pour un circuit RC 

-< 1=L/R pour un circuit RL 
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et 


Figure 5-23 L'exponentielle e*/" en fonction du temps. 


Un certain temps après t = O, la réponse naturelle devient négligeable. Pour le reste du 
ternps, la réponse du circuit est constituée uniquement de la réponse forcée. Si l’exci- 
tation est une constante ou une fonction périodique, la réponse forcée persistera. Dans 
ce cas, on l'appelle la réponse permanente. 


Application 
de l'excitation Réponse naturelle 
+ 
| Réponse forcée Réponse forcée 
LL _—_—_—"—"—"—”—  — *——"—_———" 4 — à à 
0 St 
Régime Régime 
€ Repos >< an ioin ?< permanent ? 


Figure 5-24 Régime transitoire et régime permanent dans un circuit du premier ordre. 


On considère que la durée du régime transitoire dans un circuit du premier ordre est 
égale à Sr. 


5.5 Circuits du deuxième ordre 


Un circuit du deuxième ordre est un circuit dont la réponse y et l'excitation x sont re- 
liées par une équation différentielle du deuxième ordre: 


2 2 
a LT + a, +20 = DRE x (5-58) 
d d 


où les coefficients 4, a, 40, b2, b1, bn sont des constantes. 


Le circuit de base d’un circuit du deuxième ordre contient deux éléments accumula- 
teurs d'énergie (L et C} et une ou plusieurs résistances. Il peut prend une des trois for- 
mes suivantes: 


+ circuit RCC: deux condensateurs et des résistances. 
+ circuit RLL: deux imductances et des résistances. 
* circuit RLC: une inductance, un condensateur et des résistances. 
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La figure 5-25 montre quelques exemples de circuits du deuxième ordre. 


R L L 
: E UUÙ 
+ + 
LA C i R C Vs C3 € 
fa) {b) {c) 
Ra L, R: Ro 
1600 NS NS 
| | IE 
Vs R2 Lo & fl C1 a 
{a} {e} 


Figure 5-25 Exemples de circuits du deuxième ordre. 


L'analyse d'un circuit du deuxième ordre s'effectue de la même façon que les circuits 
du premier ordre. 


6.5.1 Réponse d’un circuit RCC à un échelon 


Considérons le circuit RCC montré dans la figure 5-26. 


Vs 


50 V 


Figure 5-26 Circuit RCC excité par une source échelon. 


Le circuit est initialement au repos: les tensions et Les courants dans je circuit sont nuls 
avant l'instant t = O. 


La source de tension v, = SOult) représente une source de tension continue de 50 V ap- 
pliquée à t = 0. 

Les tensions v, et v, aux bornes des condensateurs sont définies comme les tensions 
nodales du circuit. 


Équation différentielle 
On établit les équations d'équilibre du circuit en utilisant la méthode des noeuds: 


G;+G2+Cis -G vil _ (Give (5-59) 
-G> G:+0Cos||v 0 
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En résolvant l'équation matricielle (5-59), on obtient: 
G,+G,+C;s G;iv, 
= ES g GiG2vs 
DE © te 2 D A UE es D 
Gi+Go+Cis -G CiCos +(G)Co + GoCo + GoCp)s+G;,G; 
-G) G; + CS 
On déduit: 
{C1Cos” + (GC) + GC) + GoC1)s + GiGovo = GiGov, (5-60) 
d d? 
En remplaçant l'opérateur s par Fe et l’opérateur s? par ——; ; on obtient l'équation dif- 
dt 
férentielle qui relie la tension vo à l'excitation v.;: 
d?v dv 
Gr + (G1 Ca + GC) + GC) + GiGova = GG, (5-61) 
Avec les valeurs numériques, on obtient: 
2v dv 
0.002—2 +0.16—2+v, = 5Ou(t) (5-62) 


Résolution de l’équation différentielle 


Cette équation différentielle linéaire a comme deuxième membre une fonction qui est 
discontinue à t = O0. Par conséquent, nous allons considérer deux intervalles distincts: 
t<Dett>0, 


+ Pour t < 0: le circuit est au repos. Donc vo = 0. 


+ Pour t > 0: v: est la solution de l'équation différentielle suivante: 


2 
d d 
0.002? +0.16-72 


+V) = 90 5-63 
dt dt RS 
La solution de cette équation est la somme de deux termes: v, = Vop+Von, Où Vap est 


une solution particulière de l'équation (5-63) et vo est la solution de l'équation homogé- 


La solution particulière est: v2p = 50 


: : ‘ L 5 Sit EPL 
La solution de l'équation homogène est de la forme suivante: v,4 = A,e + ÀA;e ? où 
À, Ào, S1 et S2 sont des constantes à déterminer. 


Les constantes s, et s, sont les fréquences naturelles du circuit, qui sont les racines de 
l'équation caractéristique: 0.002s? + 0.168+ 1 = O. 
On a: s1 = -73.166 et 82 = -6.834. 


t 
Alors, la solution pour v, pour l'intervalle t > O est: Vo = 90 + Aje* + fe. 
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Conditions initiales 
Les constantes À, et A) sont déterminées à l’aide des conditions initiales (valeurs à t = 
dv 
0*) de vo et —2. 
} Die 


Nous avons: v2(0-) = O parce que le circuit est initialement au repos. 


En examinant l'équation (5-62), on constate que le membre droit {50uit)] est discontinu 
at = 0. Par conséquent, ié membre gauche est aussi discontinu à t = Q. Cette disconti- 


v 
nuité doit se trouver uniquement dans le terme L ; 
dt 
rs “5e dv : , =. à 
Donc à l'instant t = 0, v; et sa dérivée rs sont continues, c'est à dire: 


va(0+] = v2{0-) = 0 


dv, 


sit sot Je . 
En remplaçant v, = 50+A,e 4 A,€ ? dans ces deux conditions, on obtient 


50 + A, + A9 = 0 (5-64) 
S)Â:] + S2Â2 = 0 (5-65) 
Les solutions de ces équations sont: 
-50 1 } -50 
0 s 505, Si) 0 50s, 
A; = = 5.151 et À,= = = -55.151 
1 1 S1 — S2 1] 1 S2—S: 
Finalement, la solution pour tout t est: 
v, = [50+5.151e 77 1661_55.151e 8%#tju(t) (5-66) 


v2() 


Figure 5-27 Réponse du circuit RCC de la figure 5-26 à un échelon de tension SOut). 
Tension v, aux bomes du condensateur C2. 
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5.5.2 Réponse d’un circuit RLL à un échelon 
Considérons le circuit RLL montré dans la figure 5-28. 


Vs 
100 V 
t 
0 
Vs = t00uit} 


Figure 5-28 Circuit RLL excité par une source échelon. 


Le circuit est initialement au repos: les tensions êt les courants dans le circuit sont nuls 
avant l'instant t = ©. 


La source de tension v, = 100uft) représente une source de tension continue de 100 V 
appliquée à t = 0. 
Nous définissons les courants circulatoires j, et j, dans les deux mailles du circuit. 


Équation différentielle 


On établit les équations d'équilibre du circuit en utilisant la méthode des mailles: 


Ritlis  -R; 2 IS (5-67) 
-R, Ri+R+Ls j2 re) 


En résolvant l'équation matricielle {5-67}, on obtient: 


Ri+Ls v, 
ie -Ri (e : , R;v, 
R,+L,s -R; L,L,Ss +(RL,+RiL;+R;L,)s+R,R: 
-R, R,+R,+Ls 
On déduit: 


2 

En remplaçant l'opérateur s par 5 et l'opérateur s? par L , on obtient l'équation dif- 
dt 

férentielle qui relie le courant j; à l'excitation v.: 


Du é 
dj dj à 
Lil + (RiLo + RiLi+ RL) +RiRoi = Rive (5-69) 


Avec les valeurs numériques, on a: 


d dj 
0.001 —22 + 0.952 


2 ; 
100j, = 100uft 5-70 
T2 +098 + 100j2 = 1OOU() (5-70) 
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Résolution de l'équation différentielle 

Cette équation différentielle linéaire a comme deuxième membre une fonction qui est 
discontinue à t = 0. Par conséquent, nous allons considérer deux intervalles distincts: 
t<Oett>0. 


+ Pour t < 0: le circuit est au repos. Donc j: = ©. 
« Pour t > 0: j, est la solution de l'équation différentielle suivante: 


2. 


d'j2 dj; : 
0.001 + 0.952 + 100j, = 100 (5-71) 
d 2 dt 
t 
La solution de cette équation est la somme de deux termes: 
2 = jop +jon (S-72) 
où j2P est une solution particulière de l'équation (5-71) et j)H est la solution de l’éguation 
2. : 
& d J5 dj; . 
homogène 0.001 —< + 0.95—< + 100j, = 0. 


La solution particulière de l'équation (5-71} est:  j2p = 100/100=1 


52 : . . ù sit Bt 
La solution de l'équation homogène est de la forme suivante: j,, = A,e + A,e ? ,où 


A1, A2, S), et 5 sont des constantes à déterminer. 


Les constantes s, et s, sont les fréquences naturelles du circuit, qui sont les racines de 


l'équation caractéristique: 0.001 s?+0.95s+ 100 = O 
On a: s1 = -829.436 et s° = -120.564. 
t t 
Alors, la solution pour v, pour l'intervalle t > O est: j=1+ Aje” + A,e°° 
Conditions initiales 
Les constantes À, et A, sont déterminées à l’aide des conditions initiales {valeurs à t = 
djs 
0*} de j) et <<. 
} de 32 dt 
Nous avons: j2(0-) = O parce que le circuit est initialement au repos. 


En examinant l'équation (5-70), on constate que le membre droit [10Oul(t)} est disconti- 
nu à t = O0. Par conséquent, le membre gauche est aussi discontinu à t = 0. Cette dis- 
2. 


continuité doit se trouver uniquement dans le terme : 
dt 
di 
Donc à l'instant t = O, j, et sa dérivée TL sont continues, c'est à dire: 
j2(0+) = j,(0-} = O (5-73) 
dj dj 
V2 0 = 0 (5-74) 
t t=0+ t t=0- 


. t t Ru 5 
En remplaçant j, = 1+ Aje" + A,e ? dans ces deux conditions, on obtient: 


l+A)+A2=0 (5-75) 
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S1À] + S2Âo = 0 (5-76) 
Les solutions de ces équations sont: 
0 So 8; 0 
-]1 1 $ 1 -1 -$ 
A, = = 72-017 et A3= = = 117 
Sy — 8 S1TSZ 
S] S; Si Sa 
1 1 1 1 
Finalement, la solution pour tout t est: 
j) = [1+0.17e 9243861 17e 12056440 (4) (5-77) 


j2(t) 


Figure 5-29 Réponse du circuit RLL de la figure 5-28 à un échelon de tension 100uft}. 
Courant j; dans la résistance Ro. 


5.5.3 Réponse d’un circuit RLC à un échelon 


Considérons le circuit RLC montré dans la figure 5-30. 


Ve 
200 mH 


vs = SOuft) 


Figure 5-30 Circuit RLC excité par une source échelon. 


La résistance R est laissée comme un paramètre du problème et on étudiera lé compor- 
tement du circuit en fonction de la valeur de R. 


Le circuit est irutialement au repos: les tensions et les courants dans le circuit sont nuls 
avant l'instant t = O. 


La source de tension v, = 50u(t} représente une source de tension continue de 50 V ap- 
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pliquée à t = 0. 
Nous définissons la tension nodale v, du circuit. 


Équation différentielle 
On établit les équations d'équilibre du circuit en utilisant la méthode des noeuds: 


l L - |Y - 
Ice. R* al [vil = Ë (5-78) 


ou bien: 
2 L 2 5-79 
LCs +ps+1 V1 = Vs { } 


2 
En remplaçant l'opérateur s par £ et l'opérateur s? par 4 , on obtient l'équation dif- 
dt 
férentielle qui relie la tension v} à l'excitation v.: 
2 
dv dv 
1,101 


LC 
a Rdt 


tv =, (5-80) 


Avec les valeurs numériques, on a: 


d?v dv 
an ti = SOu(t) (5-81) 
î 


Résolution de l'équation différentielle 

Cette équation différentielle linéaire a comme deuxième membre une fonction qui est 
discontinue à t = O0. Par conséquent, nous allons considérer deux intervalles distincts: 
t<Oett>0. 


+ Pour t < 0: le circuit est au repos. Donc vi = ©. 
* Pour t > 0: v, est la solution de l'équation différentielle suivante: 


2 
sd v dv 
5 1, 0-2 1 


10 Aie 80 (5-82) 


La solution de cette équation est la somme de deux termes: 
Vi = Vipt Vin (5-83) 
où v,? est une solution particulière de l'équation (5-82) et v\H est la solution de l’équa- 


; . ] _sd v | 
t h 0 4 +v, = Ô 
1Ort omaogene 2 R —_— | is 


La solution particulière de l'équation (5-82) est: vip = 50. 
La solution de l'équation homogène est de la forme suivante: 


Sit Sot 
Vin = Àje +A,e 


où A4, À, 8, et s, sont des constantes à déterminer. 


Les constantes s, et s, sont les fréquences naturelles du circuit, qui sont les racines de 
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2 2 x 
l'équation caractéristique: 10 a+ Les +1 = 0, avec À = (92) _4x10 


La nature de s, et s: dépend du signe de A, qui dépend de la valeur de R: 


R< 31.623 Q s, et s) sont réelles, distinctes et négatives. 
R=31.623 Q [4a=0| s, et S2 sont égales et négatives. 


s, ét S sont complexes conjuguées, distinctes, 
R>31.623Q | A<0 | 1" 7? Ne HR 
avec une partie réelle négative. 


Donc, la réponse homogène dépend de la valeur de la résistance R. Afin d'illustrer l'in- 
fluence de R, nous choisissons trois valeurs de R: 10 Q, 31.623 N, et 90 Q. 


Les valeurs de s, et s, pour ces trois cas sont données dans le tableau suivant: 


Fréquences naturelles 
Ss1 = -1948.7 S2 = -51.3 
s1 = -316.23 S) = -316.23 
Si =-111.11 + j296.06 


31.623 Q 
90 Q 


s2=-111.11-j296.06 


. à t t 
Alors, la solution pour v\ pour l'intervalle t > O est: V1 = 90 +A,e" +A,e °° 


Note: Le cas où s1 = s) sera traité plus loin. 


Conditions à t = 0 
Les constantes À, et À sont déterminées à l’aide des conditions initiales (valeurs à t = 


dde 
jdevie T0 


Nous avons: v1(0-} = Ô parce que le circuit est initialement au repos. 


En examinant l'équation (5-81), on constate que le membre droit [50ui{t)] est discontinu 

à t = 0. Par conséquent, le membre gauche est aussi discontinu à t = 0. Cette disconti- 
2 

V1 


nuité doit se trouver uniquement dans le terme 5 
dt 


dv 
Donc à l'instant t = O, v, et sa dérivée er sont continues, c'est à dire: 
V1(0+) = v1{0-) = O (5-84) 


dv; 


= = 0 (5-85) 


t=0- 

En remplaçant v, = 50+ Age" + A0 dans ces deux conditions, on obtient: 
50 + A: + Ao = Ô (5-86) 
S1ÂÀ] + S2A3 = 0 (5-87) 
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-50s; 505; 
On a donc: À, = A = 


$3— 8] 


LL er À Constantes À; et As 


A = 1.352, A = -51.352 


A1 = -25 + j9.382 = 26.703/2.783 


de A2 = -25 - j9.382 = 26.703/-2.783 


Finalement, la solution pour tout t est: 


-1948.7t -51.3t 


-pourR=10€Q v, = [50 + 1.352e -51.352e 


Ju(t) 


- pour R = 90 Q v, = (50+53.406e7" 711 


cos(296.06t + 2.783)Ju(t) 
Cas où 8, = & 
Pour ce cas, on peut démontrer que la solution homogène est de la forme: 


it 


Vin = (B3+Bot}e° (5-88) 
La solution pour v; pour l’intervalie t > O est: 
v, = 50+(B,+Bot)e°! (5-89) 


Les constantes B, et B;, sont déterminées par les conditions initiales: 
v1(0+} = v1(0-) = 0 = 50 + B; 


dv: dv; si = 
mers = — = = 2+8S] 1 
at t=0+ dt t=0- 

On déduit: B,=-50 et Bo = -15812 


L'expression de v, pour tout t est: 


-316.23t 


- pour R = 31.623 Q v, = [(50-(50+15812t)e Jutt) 


va(t) 


R = 31.623 Q 


005 


Figure 5-31 Réponse du circuit RLC excité par une source échelon en 
fonction de la valeur de la résistance R. 
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5.5.4 Réponse d’un circuit RLC à une excitation sinusoïdale 
Considérons le circuit RLC montré dans la figure 5-32. 


vs = 100cos(200ntjuit) 


v, = 100c08(200nt}ut 


Figure 5-32 Circuit RLC excité par une source sinusoïdale. 


La résistance R est laissée comme un paramëtre du problème et on étudiera le compor- 
tement du circuit en fonction de la valeur de R. 


Le circuit est initialement au repos: les tensions et les courants dans le circuit sont nuls 
avant l'instant t = 0. 


La source de tension v, = 100cos{200ntjuit) représente une source de tension sinusoi- 
dale d'amplitude 100 V et de fréquence 100 Hz, appliquée à t = O. 
Nous définissons la {ension nodale v\ du circuit. 


Équation différentielle 


Nous avons déjà établi l'équation d'équilibre du circuit: 


d°v, Ldvi 


LC — + = —— 
dt? R dt 


+V1 7 Ve (5-90) 


En remplaçant les valeurs numériques dans l'équation (5-90), on obtient: 


.20V j200nt 
10 +—<——+v, = 100cos(200rtju(t) = 100Refe u(t}} (5-91) 
dt? R dt 
Résolution de l’équation différentielle 
En premier lieu, nous résolvons l'équation suivante: 
2 
sd v, o2dv joot 
: Tetra =e ‘ut (5-92) 


avec &p = 2007. 


Cette équation différentielle linéaire a comme deuxième membre une fonction qui ést 
discontinue à t = ©. Par conséquent, nous allons considérer deux intervalles distincts: 
t<0ett>0. 

+ Pourt < 0: v, = 0, 


* Pour t > O: v, est la solution de l'équation différentielle suivante: 


sd°vs 0.24% __ jwat 
dt? R dt 


10 +V, = € (5-93) 
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La solution de cette équation est la somme de deux termes: 
Vx  Vxp + Vxn (5-94) 
où v,p est une solution particulière de l'équation (5-93) et v,# est la solution de l’équa- 


2 
a Vr, 02e, = 0 


| : _5 ; 
tion homogène 10 Fe Rd '%x= 


La solution particulière de l'équation (5-93) est: VxP = Be/"° 


jo pt 
En remplaçant v,p = Be'° dans l'équation (5-93), on obtient: 
Sc - opt jogt 
Lo “Gog) + RGwç) + Line =. 


1 


On déduit: B = 
(1-10 2) RR 

8 R 
Pour R=10 0 B=0.0775/-1.801 
Pour R =31.623 Q B = 0.2021/-2.209 
Pour R =90 Q B = 0.3066/-2.699 
La solution de l'équation homogène est de la forme suivante: 

vu = Aje + A,e 7 (5-95) 


où A1, À, S, et Ss sont des constantes à déterminer. 


Les constantes s, et s, sont les fréquences naturelles du circuit, qui sont les racines de 
l'équation caractéristique: 


R Fréquences naturelles 
19 Q S1 = -1948.7 S) = -01.3 
31.623 Q S1 = -316.23 So = -316.23 
go a S1 =-111.11 + j296.06 So = -111.11 -j296.06 


Alors, la solution pour v, pour l'intervalle t > O est: 


j60t ot 


v, = Be°°"+Aje"""+Ae" (5-%6) 


Note: Le cas où s, = s, sera traité plus loin. 
Conditions à t = Q 


Les constantes À, et A) sont déterminées à l'aide de la condition initiale de v, (c'est à 
dire ia valeur de v, à l'instant t = O+). 


Nous avons: v,{0-} = 0 


; - ..r J%ot 
En examinant l'équation (5-92), on constate que ie membre droit [e"° u(t}] est discon- 
tinu à t = 0. Par conséquent, le membre gauche est aussi discontinu à t = O. Cette dis- 
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2 
x 


continuité doit se trouver uniquement dans le terme re 


dt 
Donc à l'instant t = O, v, et sa dérivée dv,/dt sont continues, c'est à dire: 
vxtO+] = v,{0-) = 0 


jupt sit st Se s 
En remplaçant v, = Be ° +A,e  +A,e * dans ces deux conditions, on obtient: 


B+A)+A=0 (5-97) 
JooB + S1ÂÀ] + S2Â)9 = 0 (5-98) 
On a donc: 
J0n - S}B j6h - S,)B 
A, = Se LS VE Jr e (5-99) 
82 — $1 81 — 82 


Constantes A, et Ao 


= 0.0257/-0.312 A) = 0.0836/1.652 


= 0.4821/0.323 A3 = 0.1814/-3.022 


La solution pour v, pour tout t est: 


19487 €, FRE 3t 


R=-10Q v, = [Be°"4+Aje ju(t} (5-100) 


avec: B = 0.0775/-1.801, A, = 0.0257/-0.312, et À, = 0.0836/1.652 
R=90 Q v, = (Be 4 A jet +iPt, à Ca iBtu et) (5-101) 


avec: B = 0.3066/-2.699, À, = 0.4821/0.323, A5 = 0.1814/-3.022, a = 111.11etf= 
296.06. 
Finalement, la tension v, est donnée par: 


v, = 100Re{v, } (5-102) 
- pour R=10Q 


- 100Re|1Be/*" Pier Pader CE) {5-103) 


avec: B = 6.0775/-1.801, À, = 0.0257/-0.312 et A) = 0.0836/1.652. 
Alors: 


-1948.7t -51.3t 


v1 = [7.75cos(200nt- 1.801) + 2.446e - 0.678e Ju{t) {(5-104) 


-pourR=900Q v,=[Be""+A e7%#4iPt, à 08) (5-105) 
avec: B=0.3066/-2.699, A,-0.4821/0.323, A,-0.1814/-3.022, a=111.11 et B=296.06. 
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Alors: 
V1 = (30.66cos{(wpt - 2.699) + {5-106) 
48.21e *'cos(ft + 0.323) + 18.14e *'cos(fit + 3.022}]Ju(t) 
ou bien: 
v\ = [30.66cos(200nt - 2.699) + 32.75e *"cos(fit + 0.5625)}u(t} (5-107)} 
Cas où 81 = 82 
Pour ce cas, on peut démontrer que la solution homogène pour v, est de la forme: 
vu = (Di+Dotje"! (5-108) 
La solution pour v, pour l'intervalle t > O est: 
v, = Be + (D, + Due" (5-109) 


Les constantes D, et D; sont déterminées par les conditions initiales: 
v,(0+} = vx(0-} = 0 = B + D: 


dv, dv, Ds Dan : 

—— = = = J09B + +s1D; 

dt 1=04+ dt t=0- : 
Dans ces équations, B = 0.2021/-2.209, s, = -316.23 et w9 = 200x. 
On déduit: D, = 0.2021/0.933 et D, = 142.16/2.097 


L'expression de v, pour tout t est: 
pour R=31.623Q 


v, = [Be +(D, + D,tje %1823tju(t) (5-110} 


j(oot - 2.209) 30.933 


v, = [0.2021e +(0.2021e j2.037 


+142.16e Sri 


t) Ju(t} (5-111)} 


L'expression de v, pour tout t est: 


-316.23t 


v, = {20.21cos(200nt - 2.209) + (12.04 - 6391.3tje Ju(t} (5-112) 
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(a) 


valt) R = 31.623 Q 


Figure 5-33 Réponse du circuit RLC de la figure 5-32 à une tension sinusoï- 
dale d'amplitude 100 V et de fréquence 100 Hz appliquée à t = 0. 
{a)R = 1082 (b}R = 9022 (c)R = 31.623 &2. 
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5.5.5 Discussion sur la réponse d’un circuit du deuxième ordre 


On constate que la réponse d’un circuit du deuxième ordre à une excitation appliquée 
brusquement à t = O est constituée de deux parties distinctes: la réponse particulière 
et la réponse homogène. 


* La réponse particulière est de même nature que l'excitation et est appelée aussi la ré- 
ponse forcée. 


Si l'excitation est une constante, la réponse particulière sera une constante. Si l'exci- 
tation est smusoidale, la réponse particulière sera aussi sinusoïdale de même fréquen- 
ce. 


* La réponse homogène est déterminée uniquement par la nature du circuit et est ap- 
pelée aussi la réponse naturelle. Pour un circuit du deuxième ordre, la réponse natu- 
relle est caractérisée par deux fréquences naturelles s, et s, (qui sont appelées aussi 


les pôles du circuit). 
- Pour les circuits RCC et RLL: 
Les fréquences naturelles s, et s; sont réelles et négatives. La réponse naturelle est la 


: # « ait -äot 
somme de deux exponentielles décroissantes: yy = A;je ‘ +A,e * 


La durée du régime transitoire peut être considérée égale à 5 fois la constante de temps 
la plus grande. 

- Pour les circuits RLC: 

Trois cas sont possibles: 

a) s, et S sont réelles et négatives: similaire au cas des circuit RCC et RLL 

b} s, et s, sont réelles, négatives et identiques: 


à : ait 
. La réponse naturelle est de la forme suivante: y4 = (B, +B,tje 1 


. La durée du régime transitoire est 5/a. 


c) s, et s) sont complexes conjuguées avec une partie réelle négative: s, = -a + jf et s 
=-a- jp 


. La réponse naturelle est de la forme suivante: y} = Ae"'cos(Bt +0} 


. C'est une fonction sinusoïdale dont l'enveloppe décroit exponentiellement {et}. 
La durée du régime transitoire est 5/a. 


Application 
de l'excitation Réponse naturelle 
+ 
| Réponse forcée Réponse forcée 
+ + > 
0 n 
Régime Régime 
RE — St 
REPOS —_—_—_—— >< isitoire — "*— permanent 


Figure 5-34 Régime transitoire et régime permanent dans un circuit du deuxième ordre. 
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Fréquence naturelle non amortie et coefficient d'amortissement 
L'équation caractéristique d’un circuit du deuxième ordre est une équation quadratique: 


as?+bs+c = 0 (5-113) 

On peut écrire cette équation sous la forme suivante: 
s?+2ç0,.s+02 = 0 (5-114) 
ou encûre: 
2 
SE 4254120 (5-115) 
re . 
wo n 


Dans ces expressions: 
* w., est définie comme la fréquence naturelle non amortie 
+ Cest défini comme le coefficient d'amortissement 
Les fréquences naturelles du circuit sont les racines de l'équation caractéristique: 


Tete 40 2-1 (5-116) 


La valeur de € détermine la nature de s, et s; (par conséquent la nature de la réponse 
naturelle): 


*£>1l: s;ets, sont réelles et négatives (la réponse naturelle est sur-amortie) 


S 
1 [2 
= -Co, to, 0-1 
82 
*£=1: sets sont réelles, négatives et identiques (amortissement critique) 
S] = S = D, 


«£<1: sets sont complexes conjuguées avec une partie réelle négative (la réponse 
naturelle est saus-amortie) 


S] + 2 
= -£o,+j0,w1-È 
S2 
*0—=0: sets: sont imaginaires conjuguées (la réponse naturelle est oscillatoire) 
S1 
= +j@ 
S) n 


La figure 5-35 montre la relation entre les fréquences naturelles et la réponse indicielle 
{réponse à un échelon unitaire) d’un circuit du deuxième ordre. 
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Réponse indicielle 6=5 


{a} 
t 
Réponse indicielle 
tb} 
L 
Réponse indicielle t=0 
(c} 


Figure 5-35 Fréquences naturelles et réponse indicielle d'un circuit du deuxième ordre. 
{a}£ > 1. (b}O<E< 1 (cé = 0. 
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5.6 Régime continu permanent 


Avec une excitation continue (source CC}, lorsque le régime transitoire est terminé, le 
circuit entre en un régime permanent où toutes les tensions et tous les courants sont 
constants. Ce régime est appelé régime continu permanent {RCP)]. 

En régime continu permanent, les dérivées du/dt et di/dt sont nulles parce que les ten- 
sions et les courants sont constants. Par conséquent, on peut remplacer tes inductan- 
ces et les condensateurs par leurs équivalents, tel qu'indiqué dans le tableau 5-3. 


Élément Équivalent en régime continu permanent 
Condensateur: i = ce Circuit ouvert: i = O 
Inductance: v - LE Court-circuit: v = 0 


Tableau 5-3 Équivalent des éléments L et C en régime continu permanent. 


On obtient ainsi un circuit résistif que l’on peut analyser en utilisant les méthodes ha- 
bituelles. 


Exemple 5-6 Analyse d’un circuit en régime continu 
Considérons le circuit montré dans la figure 5-36. 


Figure 5-36 Circuit excité par une source continue appliquée à t = O. 


L'interrupteur $ est fermé à t = O et demeure fermé pour le reste du temps. Le régime 
transitoire se termine après un certain temps. On désire calculer les courants et les 
tensions dans le circuit en régime permanent. 


Pour calculer les tensions et les courants en RCP, on remplace l'inductance L, et les 
condensateurs C, et C, par leurs équivalents RCP comme montré dans la figure 5-37. 


Figure 5-37 Circuit équivalent en régime continu permanent. 
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Nous avons: 
vo(c) = 106 V val) = 20 V 
io} = igfco) = 14(o) = 100V/1250 = 0.8 A 


5.7 Analyse des circuits initialement excités 


Les éléments E et C sont des éléments qui emmagasinent de l'énergie. Par conséquent, 
leur comportement dépend du passé. Pour analyser un circuit déjà excité {c’est à dire 
avec des inductances ayant des courants et/ou des condensateurs ayant des tensions) 
au moment de l'application de l'excitation, on doit tenir compte de l’état du circuit à 


l'instant t = 0° dû aux excitations antérieures. 


Un condensateur accumule de l'énergie sous forme d’un champ électrique (qui dépend 
de la tension aux bornes du condensateur). La quantité d'énergie accumulée dépend de 
la capacité C et de la tension v au carré: 


12 
We = 3CY 


Considérons la relation v-i d'un condensateur: 


Ve = cl. icdt = fete. icdt + À cl icdt (5-117) 


OT } 


Dans cette relation, le terme veto” } = if icdt représente la tension aux bornes du 
D 

condensateur à l'instant t = 0’. Elle représente tout le passé du condensateur parce que 

c'est l'intégrale du courant ic de -c à 0’. 


Ainsi, pour t > O, un condensateur avec une tension initiale v«(0'] peut être représenté 
par un circuit équivalent comprenant un condensateur de même valeur, initialement 
au repos, en série avec une source de tension égale à v-{0"Juit}. 


% 
L À 
ui] 


C ve(O-) —T 


Condition 
initiale 


œ 
< 
Le] 
pn 
[æ] 
+ 
[= 
— 
O 


{a) (b} 
Figure 5-38 Modèle d’un condensateur initialement chargé. 
{a} Condensateur iruitialement chargé. (b} Circuit équivalent pour t > O. 


Une inductance accumule de l'énergie sous forme d'un champ magnétique (qui dépend 
du courant dans l’inductance). La quantité d'énergie accumulée dépend de l’inductance 
Let du carré du courant i: 
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_ 1,22 
WL= 5Li 
La relation v-i d'une inductance est: 
i = Lf nat-1f viarstf v_dt (5-118) 
L L Le L L Lo L L' LE L 
1 
i{0") 


Dans cette relation, le terme (0 J:= if v,dt représente le courant dans l'induc- 


0 


tance à l'instant t = O0". Elle représente tout le passé de l’inductance parce que c'est l'in- 
tégrale de la tension v, de -0 à O°. 


Ainsi, pour t > O, une inductance avec un courant initial i,(0°) peut être représentée par 
un circuit équivalent comprenant une inductance de même valeur, initialement au re- 
pos, en parallèle avec une source de courant égale à i,{0'jutt). 


Condition 


iL(O-} initiale 


\ 


=" — 7 
1 


| 
iL(O-Ju(t) 
( 


{a} 
Figure 5-39 Modèle d'une inductance initialement chargée. 
{a) Inductance initialement chargée. (b) Circuit équivalent pour t > 0. 


Méthode d'analyse 
Utilisant les circuits équivalents présentés précédemment, on peut analyser un circuit 
initialement excité en suivant les étapes ci-dessous: 


Étape 1 Déterminer les tensions aux bornes des condensateurs et les courants dans 


les inductances à l'instant t = 0°. Ces tensions et courants constituent l'état 
initial du circuit. 

Étape 2 Remplacer chaque condensateur et chaque inductance par un cireuit équi- 
valent formé d'un élément initialement au repos et une source échelon repré- 
sentant son état initial. 

Étape 3 Analyser le circuit équivalent obtenu dans l'étape 2 par les méthodes utili- 
sées pour les circuits initialement au repos. 
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Exemple 5-7 Analyse d’un circuit initialement excité 
Cansidérons le circuit montré dans la figure 5-40. 


50 Q 1 2  R 


50hF 


Figure 5-40 Circuit contenant un commutateur. 


Le commutateur $ est à la position 1 depuis très longtemps. À l'instant t = O, S change 
de position de 1 à 2 et demeure à cette position pour le reste du temps. On désire dé- 
terminer le courant i, pour t > O. 


À l'instant t = 0”, le commutateur est à la position 1 et le circuit est en régime continu 
permanent. L'inductance E se comporte alors comme un court-circuit. Le courant cir- 
culant dans L à t = 0° est égal à: 
de 100V 
Îl 0 EE 
0) = 56 
Pour t > O, on remplace «l’inductance 200 mH avec condition initiales par «une induc- 
tance 200 mH sans condition initiale» en parallèle avec «ine source de courant de 


Quftr. On obtient ainsi le circuit équivalent valide pour t > O0 comme montré dans la 
figure 5-41. 


= 2A 


Figure 5-41 Circuit équivaient pour t > 0. 


On écrit l'équation d'équilibre du circuit: 


L1: ; 
[Ls+R+ EE lis = [-Lsli, (5-119) 
ou bien: 
[LCS? + RCs+1]i, = [-LCs”li, (5-120) 
d? 


En remplaçant s par + et s? par —3 on obtient l'équation différentielle qui relie i, à is: 
dt 
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d'inde. d’i, 
LC + RCE + ir = -LC— (5-121) 
dt € dt 
Avec les valeurs numériques, on a l'équation différentielle suivante: 
2. 
_5d -3d -sd _s d? 
10142 x 10 14i, = 1078 = -10 9 [au(t)] (5-122) 
2 dt 2 2 
dt dt dt 
En premier lieu, nous résolvons l'équation différentielle suivante: 
2 
10 Y 49 x 10 4Y 4 y = ut) (5-123) 


Cette équation différentielle linéaire a comme deuxième membre une fonction qui est 
discontinue à t = 0. Par conséquent, nous allons considérer deux intervalles distincts: 
t<Oett>0. 


+ Pourt<0:y=0. 
+ Pour t > 0: y est la solution de l'équation différentielle suivante: 
2 
10 ST Y4,2x10 8 4y= 1 (5-124) 
dt” ue 
La solution de cette équation est la somme de deux termes: y = yh+yy, où yP est une 
solution particulière de l'équation (5-124) et y}, est la solution de l'équation homogène 


2 
-3dy = 
10 —<+2%x10 Fra ds 0 


La solution particulière de l'équation (5-124) est: yL = 1 


: & è à ‘ sit st * 
La solution de l'équation homogène est de la forme suivante: y}, = A,e + A,e ? ,où 


A1, À, S1 et S sont des constantes à déterminer. 


Les fréquences naturelles s, et s, sont les racines de l'équation caractéristique: 


10 °s? +2 x 10 °s+1 = 0 
One: $1 = -100 + j300 et 52 = -100 - j300 


t t 
Alors, la solution pour y pour l'intervalle t > O est: y = 1 +A,e"! + A,e? 


Les constantes À, et A, sont déterminées à l’aide des conditions initiales de y et dy/dit. 
Nous avons: y(0-) = 0 


En examinant l'équation {(5-123), on constate que le membre droit ju(t)] est discontinu 
à t = O0. Par conséquent, le membre gauche est aussi discontinu à t = O, Cette disconti- 
2 


nuité doit se trouver uniquement dans le terme dy, 
dt 
Donc à l'instant t = O, y et sa dérivée dy/dt sont continues, c'est à dire: 
y{0+} = y(0-) = 0 (56-125) 
dy dy 
4 = = 0 (5-126) 
dt|,_o, dt} 5. 
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En remplaçant y = 1+Aje' +A,e°7 dans ces deux conditions, on obtient: 
1+A/+A=0 {5-127) 
s1A1 + S2A2 = 0 {5-128) 
Les solutions de cet ensemble d'équations sont: 


A, = Ge. et À) = As. {5-129} 
Donc: A = 0.527/2.820 et A; = 0.527/-2.820 
La solution pour y pour tout t est: 
sit st 
y=[l+A,e +A,e Ju(t) {5-130) 


La solution de l'équation (5-122) est donnée par la relation suivante: 


2 2 
-2 x 10794 {y} = -2 x 1075421 f1 + Aje°!"+ A "Ju(t) 
dt” dt” 


= -2x 10 [s$A,e "+ s5A,e 7" Ju(t) 


cri _05490-222.{- 100 +j300)t F 1.054e 0-322,C 100 “SOL (+) 


. 
en 
Il 


-100t 


= [-2.108e tcos(300t + 0.322)Ju(t) 


en 
l 


i( 


Figure 5-42 Courant i, pour t > 0. 
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Exercices 


5.1 


5.2 


5.3 


Le circuit de la figure E5-1 est initialement au repos. 


y 5000 


+ 
Vs 1kQ V2 


À 50 T 
Figure Es-1 Vs = 15ut) 


a) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i, et la tension va. 

Quelle est la durée du régime transitoire? Déduire le courant i, et la tension v, en régime 
permanent. 

b} Déduire le courant i, et la tension v; dans les cas suivants: v, = Sô(t) et v, = 10Or(t). 
Tracer en fonction du temps le courant 1, et la tension v, pour chaque cas. 


Le circuit de la figure E5-2 est initialement au repos. 


y 500 


Vs 1kQ Vo 


Figure ES5-2 vs = 15uit) 250/mH 


a) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i; et la tension vo. 

Quelle est la durée du régime transitoire? Déduire le courant i, ét la tension v, en régime 
permanent. 

b) Déduire le courant 1, et la tension v, dans les cas suivants: v, = 5Sôt) et v, = 10r{t). 
Tracer en fonction du temps le courant i, et la tension v2 pour chaque cas. 


Le circuit de la figure E5-3 est initialement au repos. 


Figure ES-3 vs = 1Suit) 


a) Déterminer et tracer en fonction du temps lé courant i;, la tension v, et la tension va. 
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Quelle est la durée du régime transitoire? Déduire le courant i,, la tension v, et la tension 
vo en régime permanent. 


b) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i;, la tension v, et la tension v; 
dans le cas où v, est une impulsion carrée d'amplitude 15 V et de durée 30 ms. 


Le circuit de la figure ES-4 est initialement au repos. 


150 Q 


100 Q 500 mH 


Figure ES-4 vs = 100u(t) 


a) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i;, le courant i, et la tension v3. 


b) Quelle est la durée du régime transitoire? Déduire le courant i,, le courant à et la tension 
va en régime permanent. 


Le circuit de la figure ES-5 est initialement au repos. 


Vs 


Figure E5-5 vs = 60u(t) 


a) Déterminer ét tracer en fonction du temps lé courant i,, le courant 1 et la tension v3. 


b) Quelle est la durée du régime transitoire? Déduire le courant i,, le courant i, et la tension 
va en régime permanent. 


Le circuit de la figure ES-6 est initialement au repos. 


vs ) 200 N V 


L 50 UF 
Figure E5-6 vs = 100cos(200ntjutt) 


a} Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i; et la tension va. 


b) Quelle est la durée du régime transitoire? Déduire le courant i, et la tension v) en régime 
permanent. 
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5.7 Le circuit de la figure E5-7 est initialement au repos. 


5.8 


5.9 


Figure ES-7 


vs = 100cos(200ntjuft} 


a) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant 1, et la tension v». 


b} Quelle est la durée du régime transitoire? Déduire le courant i, et la tension v, en régime 
permanent. 


Le circuit de la figure ES-8 est initialement au repos. 
y 400 OUR 
+ + 
Ys $0 uF V2S800 
Figure E5-8 Vs = 120u(t) 
a) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i, et la tension vo. 
b) Quelle est la durée du régime transitoire? Déduire le courant i, et la tension v; en régime 
permanent. 
Le circuit de la figure E5-9 est initialement au repos. 
ï SOHF  50Q 
»—||—V"" 
+ + 
Vs 200 mH & v2 
Figure E5-9 vs = 150uft) 


a) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i, et la tension va. 


b) Quelle est la durée du régime transitoire? Déduire le courant i, et la tension v, en régime 
permanent. 
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Le circuit de la figure ES-10 est initialement au repos. 


Figure ES-10 vs = 100u(t} 


a) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i, et la tension vo. 


b} Quelle est la durée du régime transitoire? Déduire le courant 1, et la tension v; en régime 
permanent. 


c) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i, et la tension v, pour le cas où 
v$=100cos(500ztju(t). Déduire le courant i; et la tension v, en régime permanent. 


Le circuit de la figure E5-11 est initialement au repos. 


100 mH 75pF 


Figure ES-11 


a) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant 1, et la tension vo. 


b) Quelle est la durée du régime transitoire? Déduire le courant i, et la tension vw, en régime 
permanent. 


c) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant 1, et la tension v, pour le cas où 
v&=100cos{(4007tju(t). Déduire le courant i, et la tension vo en régime permanent. 


Soit le circuit montré dans la figure ES-12. 


—0 »- 
| d É . 
+ 
120 V 100 uF VS 1200 
il 30 
Figure E5-12 


Le commutateur S est à la position 1 depuis très longtemps. À t = 0, S change de position 
de 1 à 2 et demeure à cette dernière position pour le reste du temps. 


a) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i, et la tension vo. 
b) Quelle est la durée du régime transitoire? 
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5.14 


5.15 


Soit le circuit montré dans la figure E5-13. 


500 200 mH at 


Figure E5-13 
Le commutateur $ est à la position 1 depuis très longtemps. À t = O, S change de position 


de 1 à 2 et demeure à cette dernière position pour le reste du temps. 
a) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i, et la tension vo. 


b] Quelle est la durée du régime transitoire? 


Soit le circuit montré dans la figure E5-14. 


Figure E5-14 


Le commutateur S est à la position L depuis très longtemps. À t = O, S change de position 
de 1 à 2 et demeure à cette dernière position pour le reste du temps. 


a) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i, et la tension vo. 


b) Quelle est la durée du régime transitoire? Déduire le courant i, et la tension v: en régime 
permanent. 


Soit le circuit montré dans la figure ES-15. 


i, 500 mH 


1000 


Figure ES-15 


L'interrupteur S est ouvert depuis très longtemps. À t = O, S est fermé et demeure à cette 
position pour le reste du temps. 


a} Déterminer et tracer en fonction du temps le courants i, et la tension va. 


b} Quelle est la durée du régime transitoire? Déduire le courants i, et la tension v; en régime 
permanent. 
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ANALYSE DES CIRCUITS ÉLECTRIQUES 
PAR LA TRANSFORMATION DE LAPLACE 


Dans ce chapitre, la transformation de Laplace est définie et ses principales propriétés 
sont étudiées. L’application de la transformation de Laplace dans l'analyse des circuits 


électriques est considérée et une méthode générale d'analyse est présentée. 


6.1 Transformation de Laplace 


La transformation de Laplace transforme une fonction du temps f{t) en une fonction de 


la fréquence compiexe s: 
L 
f(t) — F(s}) 
La fonction F(s) est la transformée de Laplace de f{t}. On écrit: 


F(s) = Zff(t)} 


(6-1) 


(6-2) 


Remarque: La fréquence complexe s est habituellement exprimée sous forme s = a + jo. 


La transformation de Laplace est définie par la relation suivante: 


F(s) = [ f(the “dt 
ke 


Une fonction f{t) est transformable si: 
- elle est continue par sections, 


- il existe un nombre réel et positif 6, de telle sorte que [ Ifcote "at <c. 


0” 


Remarque: Cette dernière condition signifie que l'intégrale (6-3) doit exister. 


Exemple 6-1  Transformée d’un échelon 
La transformée de Laplace d’un échelon unitaire est: 


PACOIE { eat = (Lje*f 2 1 


S 


(6-3) 


(6-4) 
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Exemple 6-2  Transformée d’une exponentielle 
La transformée de Laplace d'une exponentielle commençant à t = 0 est: 


Lje*'u(t}] : fete “ar == 
0 a 


—S 


e 


{a=stl" _  L (a-o-jo)t|® 
er 0 65) 


Æje*‘u(t)] = _ pourc>a (6-6) 


La transformation de Laplace étant unique, il est possible d'établir une table de trans- 
formation qui contient des paires de transformées de base, En utilisant cette table de 
transformation de base et les propriétés de la transformation de Laplace, on peut dé- 
terminer la transformée d’une fonction f{t} quelconque sans effectuer l'intégrale (6-3). 


Nous allons étudier les propriétés de base de la transformation de Laplace. 


6.1.1 Linéarité 


La transformation de Laplace est une opération linéaire: 


Æaf,(t}+ bf,(0)] = aff, (t)}+ LATE (t)} = aF,(s}+ bF,(s) (6-7) 


Exemple 6-3 Transformée d’une fonction sinusoïdale 


Nous avons: cosx = 3Le + e*] et sinx = jle"-e 
J 


Nous écrivons: 


si 1 ut sat 
Le u(t)] = er et PA u(t)] s+jo 
« - : | : S = : 
Alors: ZI cosotu(t)] = 21535 ; rar | Lo ML 
, PURE ERNSE PCR ; 
ce Æ{sinvtu(t)] = er sx] UNE (6-9) 


6.1.2 Transformation de dérivée 


Nous écrivons: 
Ale Ê Line tat = HD + Î sftje dt = -1(0)+ sF(s) 
É ] [ dt R [ 
Donc: 
AO) = sF(s)-f(0) (6-10) 


De façon générale: 


Zi] = s'F(s)-s° 710-7260) -..- #7 (0) (6-11) 


6.1.3 Transformation d’intégrale 


Nous écrivons: 
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£| { rat] : f | { rot e"*'ac = [ | lk ea fHbat (6-12) 
(on Q” 
4 fre] = (l Ée = “bat - - © (6-13) 
L 


Dans le cas d'une fonction de la forme y(t) = ( f(t)dt, nous écrivons: 


y(t) = f f(t)dt = f(t}dt + f(t)at 
y(0) = condition initiale 


Alors: A ( rat | = A [ rat + vo) = LIF(S) + y(0)] {6-14) 


avec y(0) = { f(t}dt.. 


00 


6.1.4 Changement d'échelle de temps 


Si la transformée de f{t) est F{s), la transformée de f{at) est: 
—$(at) 
L{f(at)] = [ f(at)e ‘'dt = cf fat)e Ÿ d(at) = Lr(S) (6-15) 
D a L- a ‘a 


6.1.5 Transformation de t"f{t) 


PAUOIE = fr(s)] (6-16) 
ds 
PANOETS DE SF) (6-17) 


Exemple 6-4  Transformée d’une rampe 
Nous avons: rit) = tu(t) 
Alors: 


Li = -L Léa = an) = (6-18) 
S 


6.1.6 Transformation de flt}/t 


Nous avons: 


4] = [res (6-19) 


Cette relation est valide seulement si f(t} est transformable et lim ES existe. 


1— 
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Exemple 6-5  Transformée de Sinat 


= R-arctg(s) = arccotg(S) (6-20) 


25e) = { 7° —ds = aretg(S) 


L S +a 


6.1.7 Translation de l’axe du temps 


Si la transformée de f{t) est F{s}, la transformée de f{t-a} est: 
ÆIft-a)] = [ f(t-a)e ‘dt = Cu À ft-aje = %d(t-a) = e %F(s) (6-21) 
07 (eu 
Exemple 6-6  Transformée d’une impulsion carrée 


La figure 6-1 iliustre le calcul de la transformée d’une impulsion carrée d'amplitude 1 
et de largeur a. 


uit) 


> t 


AD] = à 


Æu(t-a)] = ee 


Æju(t)-utt-a)] = (1 =) 


Figure 6-1 Calcul de la transformée d’une impulsion carrée. 


L'impulsion unitaire 8(t) peut être considérée comme la limite d’une impulsion carrée 
d'amplitude 1 /a et de largeur à lorsque a tend vers zéro: 


ä(t) = im Tu utt-a] (6-22) 


La transformée de ô{t} sera donc ja limite de la transformée de l'impulsion carrée iors- 
que a tend vers Zéro: 


Æô(t)} = lim Laluto-uts-1]} = lim (La ee} (6-23) 
à a—0|ias 


li 
a—0Q 
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—as 
Æïs(t)] = jm [E | = 1 (6-24) 
f{t) = (1/au(t)-utt-a)} ëtb 
Surface = 1 lim 5 Surface =1 
a—=0 
> t ü > t 


Figure 6-2 L'impulsion ôft} est la limite de l'impulsion carrée. 


6.1.8 Transiation de l’axe de fréquence 


Si F{s) est La transformée de f{t}, la transformée de e*tf{t} est: 


Lie" f(t)] = É e“f(ue” at = [ fe 7 4)qt = F(s-a) (6-25) 
07 07 
Exemple 6-7  Transformée d’une fonction e*tfit) 
Nous avons: Æu(t)] = £ et Æitu(t)] = _ 
S 
. -St de Cr -5t : 1 
Alors: Æje”'u(t)] = — et Æ]te ”'u(t)] = ET 


6.1.9 Transformation des fonctions périodiques 


Considérons une fonction périodique f{t} de période T qui commence à t = ©. On définit: 
f,ft) = ft) pour O<t<T la première période de f{t) 


fo(t) = fiit-T} la deuxième période de f{t) 
fat) = fift-2T) la troisième période de f{t} 
falt) = fit-3T) la quatrième période de f{t) 
etc. 


La fonction f{t) est égale à la somme des fonctions représentant chaque période: 


ft} = fift) + fait) + faft) + fait) +... (6-26) 
La transformée de Laplace de f{t) sera: 
F{s) = Fils) + Fa(s) + Fafs) + Fa(s) +. (6-27) 
F(s) = Fi(s)+e TFi(s)+e Tr(s)+e Tr (s)+e Tr (s)+ … (6-28) 
F(s) = Fi(s){ite Tee 24e", 487, 3 2 ps) 1 {6-29) 


i- esT 


#0 
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af) 


A fab 
RE ES RE 
PU) 
d Li 2T T + 


Figure 6-3 Décomposition d’une fonction périodique en une somme de ses périodes. 


On peut constater que la transformée de Laplace d’une fonction périodique de période 
T est égale à la transformée de sa première période muiltipliée par un facteur de pério- 


dicité 


1 eT ’ 


Exemple 6-8 Transformée d’un train d’impulsions 
Considérons le train d'impulsions montré dans la figure 6-4. 


ft) 


Figure 6-4 Un train d’impulsions carrées. 


La première période de f{t) est: 
f.(t) = S[u(t)-u(t-0.25)] 


La transformée de la première période de f{t) est: 


-0.25s 


Fi(s) = 2e") 
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La période de f{t) est T = 1 s. La transformée de f{t} est donc: 


F(s}) = 20 ee 1 : 
-e 


6.1.10 Théorème de la valeur initiale et la valeur finale 


La valeur initiale et la valeur finale d'une fonction f{t} sont données par les relations sui- 


vantes: 

Valeur initiale: limf(t) = lim {sF(s)} (6-30) 
t—0 So 

Valeur finale: lim f(t) = Him f sF(s)} {6-31) 
to S— 


La deuxième relation s'applique seulement au cas où les racines du dénominateur de 
sF(s) ont une partie réelle négative. Autrement, la limite n'existe pas. 


Fonction 


M D CS SE 
l 


Échelon unitaire u(t) 


Rampe unitaire r{t) 5 


s 
E : at D 
xponentielle e ut) s+a 
| o 
sin(otju(t) 2 2 
ss" +0 
s 
2 2 


Cosinus cos{wtju(t} 


1 


Rampe amortie te *'u(t) PR 


| : & 
Sinus amorti e #tsin(ot)u(t) 


(s + a)? + w? 


| | s+a 
Casinus amorti e”#tcos{otju(t) 2, 2 
(s+a) + 


Tableau 6-1 Liste de transformées de Laplace de base. 
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UC CS 
F  Muitiplirparune | par une Kf{t} KF(s) 
constante 


f1(t) + TE + f3(t) +. F1{s) + F2{s) + F3{s) +. 


sF(s) - f(0) 


Dérivée première 


Dérivée seconde s°?F(s) — sf(0)—f'(0) 


S"F(s)-s""!f(0)-s""2f(0) 
“roy... -#"1(0) 


Dérivée d'ordre n 


F(s) 
S 


Intégrale 


Décalage temporel 


Multiplier par une 


exponentielle 
Changement d'échelle de flat),a>0 
temps 


Multiplier par t tft} 


2 
Multiplier par t? t2f(t) d Fe) 
ds 
pli n n nd”F(s) 

Muitiplier par t e"f(t) (-1) L 

ds 
Diviser par t 10 ['reax 

& 


Tableau 6-2 Propriétés de la transformation de Laplace. 
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6.2 Transformation inverse de Laplace 


6.2.1 Définition 


La transformation inverse de Laplace est définie par la relation suivante: 


1 1 gsiti®) st 
f{t} = LA {F(s)} = — F(s)e*'ds (6-32) 
327 Jo, -je) 
Cette intégrale est une intégrale de contours dans le plan compiexe (plan s). 
je 


Parcours 
d'intégration 


Figure 6-5 Intégrale de transformation inverse de Laplace. 


La fonction du temps f{t} peut être déterminée à partir de sa transformée F(s) en effec- 
tuant l'intégrale (6-32). 

En pratique, on utilise plutôt un tableau de transformation et les propriétés de la trans- 
formation de Laplace (au lieu de faire l'intégrale) pour déterminer la transformée inver- 
se. 

Lorsque F{s) est une fonction rationnelle (ce qui est souvent le cas avec les circuits élec- 
triques), on peut décomposer F{s) en une somme de fractions partielles. La transforma- 
tion inverse de Laplace peut être déterminée ensuite terme par terme. 


6.2.2 Décomposition d’une fonction rationnelle F(s} en une somme de 
fractions partielles 


Une fonction rationnelle F(s) est le rapport de deux polynômes en s: 


b_s"+b. .s" l4..+bs+b 
F(S) = QE) = mt ha (6-33) 
GX asia 18 raser 
De façon générale, toute fonction rationnelle F{s} peut être exprimée comme: 
P(s) 
F(s) = R(s) + 6-34 
() = R(S)+ 56) (6-34) 


avec l’ordre de P({s) inférieur à l’ordre de Q(s). 


Par conséquent, nous allons considérer seulement le cas d'une fonction F{s) ayant m < 
n. 


L'équation D(s} = O possède n racines qui sont appelées les pôles de F{s). Ces pôles 
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peuvent être simples et réels, complexes conjugués, ou multiples. 
On écrit: 


D(s) = a,(s-p,}M{s-p,)(s-p3)...(s-p.) (6-35) 


où P}, P2, P3; :.., Pn sont les racines de D{s). 


Cas des pôles simples et réels 
Lorsque jes n pôles de F{s) sont simples et réels, on peut exprimer F{s) sous la forme 


suivante: 
K K K K 
Pis) DO) e 02 0, (6-36) 
D(S) sS-p, S-p2 S-p; s-p, 
où K}, Ko, Ka, .…, K, sont des constantes réelles données par: 
K; = (S-p;)F(S),., (6-37) 


Ces constantes K; sont appelées les résidus de F{s). 


Exemple 6-39 Décomposition d’une fonction F{s) en fractions partielles 
55? +554 5 


3 2 
2s +1l4s +28s+16 
Les pôles de cette fonction sont: p, = -1, po = -2 et pa = -4. 


Soit la fonction F{s) suivante: F(sS) = 


5s?+5s+5 
ZS+1XS+2)8+4) 


La fonction F{s) peut être décomposée en une somme de fractions partielles: 


Nous écrivons: F(s) = 


K, K;,  K3 


(BIS st1's+2's+4 


Les constantes K;, K, et K; sont calculées: 


K, _ 5° +58+5 ' 
1 2(s+2Xs+4)|_. 6 

Ke. à 55 +58+5 5 
2  2(s+1}{s+4)|,_., 4 

= Ss2+584+5 _ 65 
3 2(s+1)s+2),.., 12 


Cas des pôles complexes simples 
Les pôles complexes apparaissent en paires conjuguées. Supposons que F(s) a une pai- 
re de pôles complexes simples: 

pi=-atjb et  p2=-a-jb 
On peut exprimer F{s) sous ja forme suivante: 
N(s) _ N(s) 


FES) = Ds) © Die + 42jb)(S + 840) 


(6-38) 
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K; K;* 


FT Gra-b' Gras 


+ autres termes 


où K, est une constante complexe donnée par: 


K, =(s+a-jb)F({s)] 


s=-a+jb 


Exemple 6-10 Décomposition d’une fonction F{s) avec des pôles simples 


Soit ta fonction F{s) suivante: F(s}) = SICRSS) 


Les pôles de F{s) sont: p; = -0.5 +32, p2 = -0.5 - j2, p3 = -1 et p4 = -8. 
Nous écrivons: 


F{s) = 64(S +5} 64(5+5) 


3s + 15s° + 33.758? + 605 + 38.25 
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{6-39) 


(6-40) 


3(5+0.5-j2)(s +05 +j2)(s + 1){s + 3) S 3(s° + s+4.25)(s + 1}(s + 3) 


On peut décomposer F{s) en une somme de fractions partielles: 
K K,* K K 

D PR Pr a 

s+0.5-]2 s+05+])2 s+1 s+3 


Les constantes K,, K3 et K4 sont calculées: 


F(s) = 


CC | 
KE 3+0.8 +2) + Der 0 os 772180 
Ka = sr) = 10.039 

3(57+s+4.25)(5+3) as 
K4 = +5) = -2.081 


3(S2+5+4.25Xs+ 1) ue 


Cas des pôles multiples 
Lorsque F{(s) à un pôle p; d'ordre r, on peut exprimer F{s) comme: 


_ NS) _ NS) 
F(s) = EU = —"?— 
D(S)  D{s)(s-p,)" 


La décomposition en fractions partielles donnera: 


à K.. K, 
F(s) = —iL 4 "2 gtt—Îl+..+——+ autres termes 
S—Pi (s-p;) (s-p;) (spi) 
où Ki1, Kio, …, K;, Sont des constantes données par 
Toad : . 
ij G-piqur-it(s7 Pi) Fes), j=1,2,..,7r 


Pour un pôle double (r = 2), les expressions de K;, sont: 


ia 2 
K1 = 3 S-P) FN] 


{6-41) 


(6-42) 


(6-43) 


(6-44) 
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Ka = (Sp) FC), (6-45) 


Exemple 6-11 Décomposition d’une fonction F{s) avec un pôle double 
5s{(s +3) 
3 2 
4s +125 +9s+2 
Les pôles sont: p, = -0.5 (pôle double) et ps = -2. 
9S(S + 3) 
4(5+0.5)/(s +2) 


Soit la fonction F{s} suivante: F(s}) = 


Nous écrivons: F(s) = 


K K K 
11, 12 2 


La décomposition en fractions partielles donne: F{s) = + 
s+0.5 (s + 0.5)? s+2 


Les constantes K;,, K,2 et K, sont calculées: 


_ 5(s7+45+6) 


d |5s(s +3) 
K,, = sen = 2.361 
dsi 4 2 2 
s| 4(5+2) Le 4(s+2) |. _os 
5s(s +3) 
Kio = TT = -1.042 
4S+2) |, 05 
K, = 5sE +3) = -1.111 
4(5+0.5) |. _, 


6.2.3 Transformation inverse des fractions partielles 


On constate qu'une fonction rationnelle F(s) peut être décomposée en une somme de 
fractions partielles qui sont des formes suivantes: 
* 
A et —À + —# 
(s+a)" {s+a-jb) (s+a+jb) 


Alors, la transformée inverse de F{s) sera égale à la samme des transformées inverses 
des fractions partielles déterminées individuellement. 


Transformée inverse de A 
(s + a)” 
Nous avons: 
Lieu) = 2 (6-46) 
S 
Lit ut} = @ a: (6-47) 
s 
4) TE ab) ED (6-48) 
(s+a) 
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On déduit: 
1 A À -atn-l 
er t 
FA (4) re n° t ut} 
À A* 


Transformée inverse de 


——————— + ————— 
{s+a-jb)" (s+a+jb}" 
Nous écrivons: À = Ale et A* = JAle”i? 


En utilisant la relation (6-48), nous obtenons: 


] 3% 39 7 -] 
| lAle }- Ale e ibn u(t) 


{s+a-jb}J (n-1l! 
jr lAlei* L lAle i$ etatinn-l() 
(s+a+jb)" (n- D! 
| jé -ié po r 
VA | Ale + fAle :) us Re ar peer), bte) 
(s+a-jb} (s+a+jb) US 


jé “jé 
4} + lAle | = ZA e *4"7 lcos(bt +éju(t) 
{s+a-jb)}" (s+a+jb)" 


_f{n=-T 


-at n- 
: t 
{s+a) 


IAleÏ* È Ale”? 
{s+a-jb) (s+a+jb) 


Ale)? : IA|e 3? 
(s + a-jb)? (s+a+jb) 


lA|e!* ; (Ale i* 2]A| et" 


n-1)} 


{s+a-jb}" (s+a+jb)" 


Tableau 6-3 Quelques paires de transformées utiles. 


21Ale *"cos(bt + bJu(t) 


2lAlte *cos(bt+é)u(t) 


t leos(bt +dju(t) 
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(6-49) 


(6-50) 


176 


CIRCUITS ÉLECTRIQUES 


Exemple 6-12 Transformation inverse d'une fonction F(s) 


2 
Dans l'exemple 6-9, nous avons décomposé la fonction F{s) = TO en 


une somme de fractions partielles: 

LS As NP 
s+l s+2 s+4 
La transformation inverse de F{s) donnera: 


ft) = L'{F(s)} L [Se"- Re + De *Ju(t) 


F(s) = avec Ki = 5/6, K) = -15/4, et K3 = 65/12. 


4 12 


Exemple 6-13 Transformation inverse d’une fonction F(s) 
64(s +5) 
3s° + 15° + 33.758? + 60s + 38.25 
composée en Une somme de fractions partielles: 
K K,* K K 
nes PE NUE PES Arr 
avec K, = 3.979/3.130, K3 = 10.039 et K4 = -2.081. 
La transformation inverse de F{s) donnera: 


Dans l’exemple 6-10, la fonction F(s) = a été dé- 


-0.5t 


ct) = LT {F(S)} = [7.958 %'cos(2t+ 3.130}+ 10.039e"!- 2.081e tJu(t) 


Exemple 6-14 Transformation inverse d’une fonction F{s) 
OS(s + 3) 


Dans l'exemple 6-11, nous avons décomposé la fonction F(s) = a — 
4(s+0.5) (s+2) 


en 


une somme de fractions partielles: 


Ki K 2 + K, 


Fil : s+0.5 (s+0.5) s+2 


avec Ki: ai 2.361, K12 = -1.042 et Ko =-1.11li. 
La transformation inverse de F{s) donnera: 


-0.5t 


fe) = L'{F(S)} = (2.361e L5t- 1.042te 2 5t_ 1 111e 2tju(t) 
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6.3 Analyse des circuits par la transformation de Laplace 


L'application de la transformation de Laplace dans l’analyse des circuits électriques est 
illustrée dans la figure 6-6. 

La transformation de Laplace transforme une fonction du temps f{t) en une fonction F{s} 
dans le domaine de s (fréquence complexe). 


Ainsi, on peut transformer un circuit électrique {composé d'éléments et de sources) en 
un circuit transformé dans le domaine de fréquence complexe. Ce circuit transformé est 
composé d'éléments transformés et de sources transformées qui sont obtenus par l’ap- 
plication de la transformation de Laplace, 

On peut transformer également les lais et les théorèmes du domaine du temps en des 
lois et des théorèmes dans le domaine de fréquence complexe. 

Le comportement du circuit est décrit par les équations différentielles dans le domaine 
du temps qui deviendront des équations algébriques dans le domaine de fréquence 
complexe. 

La résolution de ces équations algébriques nous donnera la réponse dans le domaine 
de fréquence complexe. La transformation inverse de Laplace permettra d'obtenir la ré- 
ponse en domaine du temps. 


Domaine du temps Domaine de fréquence complexe 


_- Transformation de Laplace 


Circuit électrique Circuit transformé 


Lois et 
théorèmes 


Lois et 
théorèmes 


Transformation de Laplace Système d'équations 


Système d'équations | _ Transformation de Laplace |” 
algébriques 


différentielles 


Résolution 


Figure 6-6 Analyse des circuits électriques utilisant la transformation de Laplace. 


Résolution 


Réponse dans le 


Transformation de Laplace inverse 
E domaine de fréquence 


6.3.1 Transformation des éléments du domaine de temps en domaine de 
fréquence complexe 
Transformation de sources 


Les sources de tension et de courant sont des fonctions du temps. Leurs équivalents 
dans le domaine de fréquence sont leurs transformées de Laplace. 
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Domaine du temps Domaine de fréquence complexe 


" + 
v{t} _# , V.(s) V(s) = {vit} 


"€ Ne 1(s) IS) = L{i,(0} 


Figure 6-7 Transformation des sources. 


Transformation de R 


On peut transformer une résistance R en un élément dans le domaine de fréquence en 
transformant sa relation v-i comme illustré dans la figure 6-8. 


Domaine du temps Domaine de fréquence complexe 
ir(t) IR{S) 
+ 2 Æ 
vert) & R ss VR(s) Z=R 
vr(t) = Rir(t) VR(S) = RIg(s) 


Figure 6-8 Transformation d'une résistance. 


Transformation de L 


On peut transformer une inductance Len un élément dans le domaine de fréquence en 
transformant sa relation v-i comme illustré dans la figure 6-9. 


Domaine du temps Domaine de fréquence complexe 
% !L(S) + 1L(S) 
il (t) 
+ + Z=LSs 
OR —L ve) []z- FOLL Vus) 
| Lit (0} 
a + 
. 1 , 
= - trdt 0 nl ; 
iL €) JET L.(s) = 0 + vus) Vits} = Lsl.{s}-Li.(0) 
iL(t) = tf vutt}dt + t( vu(tdt 
où 1 (0) 
iL(0) 


Figure 6-9 Transformation d’une inductance. 
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Transformation de C 


On peut transformer un condensateur C en un élément dans le domaine de fréquence 
en transformant sa relation v-i comme illustré dans la figure 6-10. 


Domaine du temps Domaine de fréquence complexe 


vett) ] C ———> Vcs) 
1 ve) : 1£(s} = CSVE(S) - Cve(D) 
Vo = if ic(bdt Vc{s} = . +Zz'c(s) 
00 


Figure 6-10 Transformation d’un condensateur. 


6.3.2 Impédance et admittance complexes 
En examinant les relations entre V{s) et I(s) pour les trois éléments R, L, C, on constate 
qu'elles sont de la même forme, lorsque les conditions initiales sont nulles: 
V{s] = Z{s].I(s) (6-51) 

Dans cette expression, Z{s) est une fonction de s appelée impédance complexe. 
On définit l'impédance complexe comme: 

Z(s) = Fe (6-52) 

condition ‘initiale = Q 

L'admittance complexe est l’inverse de l'impédance complexe: 


Y(s) = 


= 75 (6-53) 


Impédance complexe | Admittance complexe 
Z{s) Y{(s) 


Élément 


Tableau 6-4 Impédances des éléments RLC. 
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6.3.3 Lois et théorèmes de circuits dans le domaine de fréquence 


Les lois et théorèmes de circuits du domaine du temps peuvent être transformés pour 
être applicables aux variables du domaine de fréquence. 


Lois de Kirchhoff 


N 
+ Loi des courants: Ÿ 1,(s) = 0 à un noeud 
k=1 
N 
+ Loi des tensions: >. V,{(s) = 0 dans un parcours fermé 
k=1 


Équations d'équilibre 

Les équations d'équilibre dans le domaine de fréquence sont établies de la même façon 
que dans le domaine du temps en utilisant les mêmes méthodes. La méthode des 
mailles et la méthode des noeuds s'appliquent intégralement. 


Équivalent de deux impédances en série 


L’impédance équivalente de deux impédances connectées en série est égale à la somme 
des deux impédances: 


Ze = Z1(s)+Z(8) (6-54) 
La tension aux bornes de chaque impédance est donnée par la loi du diviseur de ten- 
sion: 
Z 
V,(s) = 216) y) (6-55) 
Z,{s) + Z,(s) 
Z{s) 
Vos) = Vv(s 6-56 
29 = eZ 0) (6-56) 
où V{s) est la tension totale. 
ls) 
+ + 
Zits)] | V.(s) 
Vés) : Zea = Z4(8) +Z2(5) 


ZAs)| | V:(s) 


Figure 6-11 Deux impédances connectées en série. 
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Équivalent de deux impédances en parallèle 


L’impédance équivalente de deux impédances connectées en parallèle est égale à: 


1 1 Z,(s)x2Z,(s) 
Li = a = ——— —— 6-57 
eq Yeq Y,(s)+Y,(s) Zi(s)+2,(s) 

Le courant dans chaque branche est donnée par la loi du diviseur de courant: 
Z,{s) 
D = 2 = 
LEO + 2) (6-58) 
1,68) = 216$) jee) (6-59) 
+ Zits) + Z(s) 


où I(s} est le courant total. 


Yea = Y1(5) + Y2(5) 


L Z4{s) x Z{S) 
ed  Z,(s)+Z,(S) 


Figure 6-12 Deux impédances connectées en parallèle. 


Équivalent Thévenin d'un dipôle 

L'équivalent Thévenin d’un dipôle est composé d'une source de tension Vr{s) en série 

avec une impédance Z#({s]) tel qu'illustre la figure 6-13. Les éléments de l'équivalent Thé- 

venin sont définis: 

+ Source de tension Thévenin V.{s}) = V(S)li(s) = o” tension aux bornes a-b en circuit 
ouvert. 

+ Impédance Thévenin Z{s) = impédance vue aux bornes a-b lorsque toutes les sources 
indépendantes dans le dipôle sont annulées. 


l{s) ZrtS) ts) 
a a 

+ + + 
V(s) =  Vris) V{s) 
" . 


Figure 6-13 Équivalent Thévenin. 


Équivalent Norton d’un dipôle 
L'équivalent Norton d’un dipôle est composé d’une source de courant Ig{s) en parallèle 
avec une impédance Zy{s) tel qu'illustre la figure 6-14. Les éléments de l'équivalent Nor- 
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ton sont définis: 
+ Source de courant Norton I,(s) = “Hs -p =" COuranten court-circuit du dipôle, 


+ Impédance Norton Zy{s) = impédance vue aux bornes a-b lorsque toutes les sources 
indépendantes dans le dipôle sont annulées. 


I{s) 1(s) 
a à 

+ + 
VS) Z  IN(s) Znts) V(s} 
. = 


Figure 6-14 Équivalent Norton. 


6.4 Méthode d’analyse et exemples d’application 


L'analyse d’un circuit électrique à l’aide de la transformation de Laplace peut être ef- 

fectuée en suivant les étapes ci-dessous. 

Étape 1: Transformer le circuit en domaine de s en remplaçant les sources par leurs 
transformées et les éléments KR, L, C par leurs impédances. 

Étape 2: Établir les équations d'équilibre du circuit transformé utilisant les méthodes 
habituelles (équivalent série, équivalent parallèle, équivalent Thévenin, équi- 
valent Norton, méthode des mailles, méthode des noeuds, etc.). Les équa- 
tions obtenues sont des équations algébriques. 

Étape 3: Résoudre les équations d'équilibre du circuit transformé. Déterminer la ré- 
ponse désirée en domaine de s. 

Étape 4: Effectuer la transformation inverse de la réponse en domaine de s pour obte- 
nir la réponse en domaine du temps. 


Exemple 6-15 Analyse d'un circuit électrique par la transformation de Laplace 
Considérons le circuit montré dans la figure 6-15. 


100 0 


200 mH y, i, 250 0 


Figure 6-15 Circuit avec une source échelon. Vs = 120uit) 


On désire déterminer le courant i, dans la résistance 250 Q2. 

Pour trouver la solution utilisant la transformation de Laplace, nous suivons les quatre 
étapes mentionnées. 

Étape 1: Transformer le circuit 

Le circuit transformé dans le domaine de s est montré dans la figure 6-16. 
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Figure 6-16 Circuit transformé. 


Étape 2: Établir les équations d'équilibre 
Les tensions nodales du circuit sont V, et V,. On établit les équations d'équilibre en 
utilisant la méthode des noeuds: 


DE 2 Va 
. V 0.25 
0.28 É 250 _. 250 al _ [0.2 (6-60) 
s __||v v 
ES a || V a 
250 250100 52%10° 100 
ou bien: 
5 
240.024  -0.004 : SVA 
s = s (6-61) 
-0.004 0.014+—$—-|[Vr)  looiv 
0.2 x 10 L 


Étape 3: Résoudre les équations d'équilibre 
On détermine V, et Vi: 


5v, 
— 0.004 
KE] 
O.OLV, 0.014 + —°— 
va dt 02x10] | oomesr  , 
sd : -4 2 s 
2 + 0.024 -0.004 12x10 s +0.057s+7 
0.004 0.014 + —— 
0.2 x 10 
SV 
540.024 2 
S S 
ns -0.004 O.01V, : ur | 
. x É 
: + 0.024 -0.004 
S 


-0.004 0.014 + ee 
0.2 x 10 
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On calcule le courant L,: 


be “ mL 2 -0.005s 120 1 pos 
1.2 x 107 *s7+0.057s5+7 5 250 1.2 x10 5" +0.057s+7 
Étape 4: Transformation inverse 
On décompose I, en fractions partielles: 
0.0024 


1.2 x 10 *(s+ 237.5 - j43.9)(s + 237.5 + j43.9) 


1. = 


x 


fesses ni se Nr 7. 
x” s+237.5-j43.9 s+237.5+j43.9 


Le courant i,{t) est obtenu par la transformation inverse de I..: 


int) = 21} 


avec K = -j0.2278 = 0.2278/-1.5708. 


-237.5t 


i,{t} = (0.4556e cos(43.9t- 1.5708)Ju(t) 


ou Encore: 


-237.5t 


i,(t} = [0.4556e sin(43.9t}Ju(t) 


ix(t) 


0.03 


0.02 


001 


0 ‘ ° 005 


Figure 6-17 Le courant i, en fonction du temps. 


Exemple 6-16 Analyse d’un circuit électrique par la transformation de Laplace 
Considérons le circuit montré dans la figure 6-18. 


50mH v, 200 mH 


vs = 50cos(400ntu{t} 


Figure 6-18 Circuit avec une source sinusoïdale. 
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On désire déterminer la tension v, aux bornes de la résistance 100 Q. 
Le circuit transformé est montré dans la figure 6-19. 


Z,=0.05s 
= 250 

Z3=0.2s 

Za = 200000/ 

Zs = 100 


__ 200000 


 ZitZg Ss+2000 


Figure 6-19 Circuit transformé. 


On calcule V, en appliquant deux fois la loi du diviseur de tension: 
Zo(Z3 + Zeg1) 


v = Zeqt . Zo + Za + Zegi x V 
de Lea + 23 L Zo(Z3 + Zeg1) : 

D a mm 

Za + Z3 + Zeql 
V__= Zeg122 
# Z1(Z2 + Z3 + Zequ) + Za(Z3 + Zeq1) ” 
9 

Ye à 5 x 10 , 508 


s°+ 825057 +(1.35 x 10/}s+Sx10° s?+(4007)? 
On décompose V, en fractions partielles: 


9 
re S x 19° x 50s 
X  _(s+0203.8)(s + 1513,7){s+532.4){s-J]4007)(s +j4007) 


ve (5 + 6203.8) ‘(s+1513.7) (5+532.4) {(5-j4007) (5+)4007) 
Les constantes K;, K;, K3, et K4 sont calculées: 
Ki = -1.455S K; = 21.244 K3=-12.840  K4= 7.355/-2.063 


La tension v,{t) est la transformée inverse de V..: 


@ = 2'f 1455 , 21244 0, -12840 , 
x (5 +6203.8) (s+1813.7) (s+532.4) 


7.355/-2.063 " 7.355/2.063 
(s-j4007) (S +j4007) 


_ ; -1513.7 -532.4 
6203.8t 1513 t_12.8de 532 ty 


+21.244e 
14.71cos(400rt - 2.063)Ju(t) 


v,(t} = [-1.455e 
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Figure 6-20 La tension v, en fonction du temps. 


Exemple 6-17 Analyse d’un circuit avec AMPLI OP par la transformation de La- 
place 
Soit le circuit montré dans la figure 6-21. 


50 kQ 


AMPLI OP 
idéal 


Vs = 10u(t) 


Figure 6-21 Circuit avec un AMPLI OP. 
On désire déterminer la tension de sortie v.. 


Le circuit transformé dans le domaine de s est montré dans la figure 6-22. 


Z5= 50x10° 


|" 
LT s 0 ,], AMPLIOPiséa 
El 


N 
N 
D 
= 
[2] 
< 
li 
[=] 
F 
< 
< 


Figure 6-22 Circuit transformé. 
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La tension V; est égale à O car le gain en tension de lamplificateur opérationnel est in- 

fini. Le point y est au même potentiel que la masse. 

On choisit V, comme la tension nodale du circuit. On établit l'équations d'équilibre en 

utilisant la méthode des noeuds: 

Vs 

un (6-62} 
1 


El 1 1 1 0 
peer + lv, +— 
Liià) Zs 


V, -V, 
Zi CAS, 
Ou encore: 
Za 
V, = Z. XV, 


Pr PR l-2+2 
22 2 212 | 212 
Ou bien: 
Z V 
L:-(2,1,2, Li ms 
Z3 Z5\Z1 Za Za Z4] ° 1 
On déduit: 
2 
V = Z; _ —V, 


EE |; 
° (L+(ll.iei) RSR AA 
2 ZaL) 2 2 2, 3 Zs Zols Zals Zs 
Avec les valeurs numériques, on a: 
-5000 
s7 + 200s + 550000 
On décompose V, en fractions partielles: 


y = -5000 
0 (s+100-j734.85)(s + 100 +j734.85) 


V, = 


—— K . K* 
o  {s+100-j734.85) (s+100+j734.85) 


avec K=-3.402/-1.571. 
La tension v,{t) est la transformation inverse de V,;: 


1f -3.402/-1.571 -3.402/1.571 
vott) = LT Ve) = #7 ee 100-j734.83)  {s+ 100 | 


vtt} = [-6.804e "tc0s(734.85t- 1.571)Ju(t) 
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v,(t) = [-6.804e7 %sin(734.85t)Ju(t) 
La figure 6-23 montre la tension de sortie v.{t} en fonction du temps. 


5 Volt} 


-5 


Figure 6-23 La tension v, en fonction du temps. 


6.5 Fonctions de réseau 


6.5.1 Définition 


Dans le chapitre 5, on a vu que la réponse y(t} d’un circuit électrique linéaire est reliée 
à l'excitation x{t) par une équation différentielle d'ordre n: 


d'y dy dx dx 

a, —+...+a.-2+apy = b ——=+...+b,-+b,x 6-63 
an 13€ * 40Ÿ mm + 00 (6-63) 
où les coefficients ag, a1, …, a, et bo, b1, ..., D, Sont des constantes qui dépendent des 


valeurs des éléments du circuit. 
En transformant cette équation différentielle en domaine de Laplace {avec les condi- 
tions initiales nulles) on obtient une équation algébrique qui relie la réponse Y{s) à l’ex- 
citation X(s): 

[a,s”+..+ais+ao]Y(s) = [b,,s" +..+b,s+b0]X(s) {6-64} 
La réponse Y(s) est la solution de l'équation (6-63): 


ss rhin bl x X(S) (6-65) 


(as + .… +415 +40) 
On constate que la réponse Y{s} est égale au produit de l'excitation X{s} et la fonction 


(b,S" + …+b,s+b;] 


H(s} = . Cette fonction est définie comme la fonction de réseau 


[a,S +..+a;s+ao]l 


qui est le rapport entre les transformées de la réponse et de l'excitation du circuit: 


H(s) = Les (6-66) 


On peut ainsi considérer le circuit électrique comme un système avec Fentrée X(s) et la 
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sortie Y{s) tel qu'illustré dans la figure 6-24. Le système est complètement défini par la 
fonction de réseau Hs). 


Fonction 
de réseau 
Excitation Réponse 
X(s) H(s) Y{s) = H(s) x X{s} 


Figure 6-24 Défirution de fonction de réseau. 


Pour un circuit donné, on peut définir plusieurs fonctions de réseau suivant la réponse 

considérée, Les fonctions de réseau d’un circuit ne dépendent que de sa topologie et de 

la nature de ses éléments. 

On distingue deux sortes de fonctions de réseau: fonction immittance et fonction de 

transfert. 

+ Fonction immittance est le rapport de deux variables prises à la même paire de bor- 
nes. 


On définit deux types de fonctions immittances: 
- impédance (rapport tension/courant), 
- admittance {rapport courant/tension!}. 


+ Fonction de transfert est le rapport de deux variables prises à deux paires de bornes 
différentes. 


On définit quatre types de fonctions de transfert: 

- Impédance de transfert {rapport tension/courant), 
- Admittance de transfert {rapport courant/tension}, 
- Gain en tension (rapport tension/tension), 

- Gaïin en courant (rapport courant/courant). 


6.5.2 Fonctions de réseau d’un dipôle 


La figure 6-2S montre un circuit électrique représenté sous forme d'un dipôle. Pour ce 
circuit, on peut définir deux fonctions de réseau: 


Impédance d'entrée: Zi{s}) = V1) 
: | l 1,(s) 

- Admittance d'entrée: Y.,(s) = Hs) 
| £ V.(s) 


l1{8} 


V.{s} Circuit 


Figure 6-25 Circuit électrique représenté sous forme d’un dipôle. 


L'impédance et l’admittance d'entrée sont indépendantes des conditions externes. Elles 
restent inchangées lorsque le dipôle est relié à d’autres circuits. 
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6.5.3 Fonctions de réseau d’un quadripôle 


La figure 6-26 montre un circuit électrique représenté sous forme d'un quadripôle, On 
considère habituellement les bornes 1-1’ comme l'entrée et les bornes 2-2’ comme la 
sortie. 


hs} L(s) 


V;(s) Circuit Vis} 


Figure 6-26 Circuit électrique représenté sous forme d’un quadripôle. 


Pour ce circuit, on peut définir huit fonctions de réseau: 


| V.{s) 
Impédance d'entrée Zi(s} = —— 
1,(s) 
Admittance d'entrée Y,{s}) = 6) 
: | V,{s) 
Impédance de sortie Z;(s) = V2(5) 
; AT) 
Admittance de sortie Y,(s) = 16) 
FF TV) 
: V,(s) 
Impédance de transfert Z,,(s) = To 
1 
Admittance de transfert  Y,,(s) = V G) 
1 
; ; V,(s) 
Gain en tension A,2(s) = RES 
1 
. L,(s} 
Gain en courant À;jo(s) = TS) 
1 


Les impédances et les admittances d'entrée et de sortie sont indépendantes des condi- 
tions externes. Elles restent inchangées lorsque le quadripôle est relié à d'autres cir- 
cuits. 

Par contre, les mpédances et les admittances de transfert ainsi que le gain en tension 
et le gain en courant dépendent des circuits reliés à la sortie du quadripôle. 
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6.5.4 Calcul de fonctions de réseau 


Nous pouvons déterminer les différentes fonctions de réseau d'un circuit en résolvant 
les équations d'équilibre établies à l’aide des méthodes classiques (méthode des 
noeuds, méthode des mailles, etc.) dans le domaine de Laplace. 

Pour certaines configurations de circuit, le calcul des fonctions de réseau peut être ef- 
fectué en utilisant les combinaisons série et parallèle des impédances, les lois de divi- 
seur de tension et diviseur de courant, etc. 


Exemple 6-18 Fonctions de réseau d’un circuit RLC 
Considérons le circuit montré dans la figure 6-27. 


Figure 6-27 Circuit RLC. 


On désire déterminer les fonctions de réseau suivantes: 
- Fimpédance d'entrée du circuit vue par la source, 
- la fonction de transfert entre la tension de sortie ve et la source v.. 


On convertit le circuit en domaine de Laplace en remplaçant chaque élément par son 
impédance et chaque variable par sa transformée comme illustre la figure 6-28. 


L Z =Ls 
»— 1 7 
+ 
+ 
VO) z=cucsl | ve | [zr=R 


Figure 6-28 Circuit transformé. 


L'impédance d’entrée du circuit est la combinaison série et parallèle des impédances 


du circuit: 
LR 2 
V.(S) ZcZr Cs  RLCs”+Ls+R 
AM ET AN PTT RC = 
I, (s) c+Zr +R + S 
s 


Avec les valeurs numériques, on a: 
1x10 5? + O.2s + 50 
5x10 °s+ 1 


La fonction de transfert entre la tension de sortie et la source v, peut être déterminée 
en utilisant ja loi du diviseur de tension: 


Z;{s) = 


Ve Zc+ZR ZcZr é: R 
Ve : ZcZrR  ZiZctZ12rtZcZR RLCs’+Ls+R 
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Avec les valeurs numériques, on a: 
50 

LS enne E mes 

1x10 "s"+0.2s+ 50 


Exemple 6-19 Fonctions de réseau d’un circuit actif 
Soit le circuit montré dans la figure 6-29. 


AMPLI OP 
idéal 


Figure 6-29 Circuit avec un AMPLI OP. 


On désire déterminer les fonctions de réseau suivantes: 
- limpédance d'entrée du circuit vue par la source, 
- la fonction de transfert entre la tension de sortie v, et la tension d'entrée v.. 


Le circuit transformé dans le domaine de s est montré dans la figure 6-30. 


Z5={1/C5s) 


AMPLI OP idéal 


pe « 


Figure 6-30 Circuit transformé. 


La tension V, est égale à O car l'ampli op est considéré idéal {A, = æ). Le point y est au 
méme potentiel que la masse. 

On choisit V, comme la tension nodale du circuit. On établit l'équations d'équilibre en 
utilisant la méthode des noeuds: 


V. V 
Lots t. the se {6-67) 
Zi 2 Le 2 
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En appliquant la loi des courants au noeud y, on obtient: 


A —V, 
7" Ze 
Ou encore: 
Z4 
Vs = Z x V, 6 


L'équation (6-67) devient: 


Z V, V 
pres V]- 7+7 
Zi Zoe Zi 2 1 2 


Ou bien: 


Z V 
PE RE AR APR 
2 Le 2 rl 2 | 8 


La fonction de transfert reliant la tension V, et la source V, est: 


Zi -1 


Z3 é Zs L Z225 ; Z32s 


Vs E bal 1 | Z1 Za Z124 264 


H,(s) = 


RR3R4CoCs5? +(RR3+ RiRa + R3Ra)CsS +R; 
Avec les valeurs numériques, on a: 
-10000 
0.02s° + 28s + 10000 
L'impédance d'entrée du circuit est le rapport de V, et li: 


H(s) = 


vV V V (Vs/Vo) 
7 la) = sr D Sim SH 0 = ST 
in(s) = as Va ! C/O) 0/v) 1 
Z; 
Ou encore: 
1 
H;{s)] 
Zin(s) = _ * Zi 


Z 
1 4 
BH -( 5) 
(RiR3R4CoCss? + (R1R3 + R1Ra + R3Ra)CsS +R) 
R3 


HR R3RaC)C 58? + (RiRa + Ri Ra + R3Ra)C5S+R)) 
| RiCss 
3 


Z;,(s) = 


Zi 
Zs 


xR, 
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RiR3RaC2CsS” + (R1R3 + RiRa + R3R4)CsS + R1 _ 


ZintS) = 3 
RiR3R4C5Css +(R1R3+R,R,)Css +R; 


1 


Avec les valeurs numériques, on a: 


0.02s? + 28s + 10000 


ZintsS) = a 
0.02s° + 24s + 10000 


x 10000 
6.5.5 Fonction de transfert et réponse temporelle 


On a vu que dans un circuit la réponse Y(s) est égale au produit de la fonction de trans- 
fert H(s) et l'excitation X(s}: 


Y(s}) = H(s) x X(S) (6-68] 


La réponse temporelle x{t) est la transformée inverse de Laplace de Y{s): 
1 1 
yet) = SZ {Y(s)} = 2 EH(s)x X(s)} (6-69) 


La fonction H(s) x X(s) peut être décomposée en une somme de fractions partielles. En 
supposant que cette fonction ne possède que des pôles simples, on peut écrire: 
N M 
K 


K 
Y(s) = H(s)x X(s) = > se + ÿ _ (6-70) 
n 1 m 


n=l m = 


où p,, sont les pôles de la fonction de transfert H(s}, p.,, sont les pôles de l'excitation 
X(s), N et M sont respectivement les nornbres de pôles de H{s) et X{s). 


On peut remarquer que les pôles de la fonction de transfert H{s} sont également les ra- 
cines de l'équation caractéristique du circuit: 


S = 0 
a,S +... +tais+ag = 0. 


Alors, les pôles de H({s) sont les fréquence naturelles du circuit. 
La réponse temporelle x{t} est la transformée inverse de l'équation (6-70): 


N M 
x(t) = > KePr"+ D Ke! (6-71) 
m=l 


n=1 


9 a ———— 
réponse réponse 
naturelle forcée 


On constate que la réponse x{t) est composée de deux parties: 
N 
- la réponse naturelle ?. Ke” 
n=l 
quences égales aux fréquences naturelles du circuit, 


n 


RE : | | 
qui est une somme de fonctions exponentielles de fré- 


a 


M 

: : ta ; ë - 

- la réponse forcée > Ke” qui est une somme de fonctions exponentielles de fré- 
m=l 

quences égales aux fréquences de l'excitation. 
On peut ainsi conclure que les pôles de la fonction de transfert déterminent la nature 
de la réponse naturelle et les pôles de l'excitation déterminent la nature de la réponse 
forcée. 
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Si l'excitation x{t) est une impulsion unitaire ô(t}, X{s) = 1 et la réponse Y{s) du circuit 
sera égale à la fonction de transfert: 


Y{s) = H(s). 
Dans ce cas particulier, la réponse temporelle y{t) est appelée réponse impulsionnelle 
h({t) du circuit. Elle est la transformée inverse de Laplace de la fonction de transfert Hs): 
l 
ht) = Ÿ {H(s)} (6-72) 


On peut dire qu'un circuit est complètement défini par sa fonction de transfert H{s} ou 
par sa réponse impulsionnelle h(t}. 


Exemple 6-20 Fonction de transfert et réponse temporelle d'un circuit RLC 
Considérons le circuit RLC montré dans la figure 6-31. 


250 100 mH 
VW ui 
R: L 
à 
+ 
Vs 100FZEC 50N0< V2 


Figure 6-31 Circuit de l'exemple 6-20. 
On désire déterminer la fonction de transfert qui relie v à v,, la réponse impulsionnelle 
du circuit et la réponse va(t) lorsque l'excitation v, est 100sin(1207tjul(t). 
On transforme le circuit en domaine de Laplace comme montré dans la figure 6-32. 


Z: = Ra V. Z4 = LS V 


Figure 6-32 Circuit transformé. 


Les équations d'équilibre sont obtenues par la méthode des noeuds: 
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En résolvant cette équation, on obtient: 


L 1: Le 
pepe == 
Z1 Z3 Za2 
Æ 5 Vs 
. 2: 2:z; 
lise 4 em es. 2 1 
2 + 2. + 2: : AVA Z1Z4 Z32 Z32a ZoZa 
1 1 1 


La fonction de transfert qui relie Vo à V, est: 
H,(s) = Va = EE 
l Vs, ZiZotZiZat ZiZa t ZoZa + Za2a 

R 
H,(s) = —— 
R,LCS" +(R,R,C + L)s +(R, + R;) 


Avec les valeurs numériques, on a: 
50 
4 ? 
2.5x10 s +0.225s + 75 
Les pôles de la fonction de transfert H{s) sont les racines de l'équation caractéristique 
_4 2 
2.5x10s" +0.225s +75 = 0: 
p, = -450+j312.25 Pa = —450+j312.25 


H,{s) = 


La réponse impulsionnelle est la transformation inverse de Laplace de H,{s}: 
1 1 
h,{t} = e.4 {H,{s)} = "À a —— | 
2.5x10 s +0.225s +75 
La fonction de transfert H,{s} peut être décomposée en fractions partielles: 


320.256/-1.571, 320.256/1.571 


HAS) = 552450-j312.28 * 5 + 450 +j912.25 


On déduit: 


ht = FR 320.256/-1.571 , 320.256/1.571 
| s+450-j312.25 s+450+),312.25 


-450t —-450t 


(E 


hitt) = 640.51e 


La figure 6-33 montre la réponse impulsionnelle h;{t) en fonction du temps. 


cos(312.25t- 1.571) = 640.51e sin(312.25t)} 
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160, -- —- 
140: | 
120 | 


100 


h,(D 


49 
20 
O*: " 
, 
-20 L 2 L | L Il 1 1 res ee 
(+) 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05 


Temps (s} 


Figure 6-33 Réponse impulsionnelle du circuit RLC de l'exemple 6-20. 


Si l'excitation v, est 100sin(120ztjuit), sa transformée est: 
100 x 1207 120007 
VO nd ou 
s” +(120n) s” +(1207) 
La tension de sortie V; est égale au produit de H,{s} et VS: 
50 k 120007 


RON — 3 5 
2.5x10 ‘s +0.225s+75 S +(1207) 


. 7.5398x10° 
2 © {s+450-j312.25) + 450+j312.25NS-j120r 5 + j 1207) 


On peut décomposer V, en une somme de fractions partielles: 
K; K;° K; K,;* 
Vo ER À ————_————2 —_—_—_—— 2 —_— 
s+450-j312.25 s+450+j312.25 s-11207r s+j1207 


réponse naturelle réponse forcée 
Les constantes K; et K; sont égales à: 


-0.721 


K, = 32.262e 


K, = 26.722e 1? 708 


La tension v,{t) est la transformée inverse de V;: 


1 -j0.721 32.706 2.706 
HO 4 32.262e 32.262e 26.722e , 26.722e | 


j0.721 
5+450-j312.25 5+450+j312.25 s-J)1207 s+j1207 
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-450t 


vo(t) = [(64.524e cos(312.25t-0.721}+53.444cos(120nt-2.706}}ut{t) 


La figure 6-34 montre la tension de sortie vit) en fonction du temps. 


Vo naturelte 


ee RE ES 


002 0025 003 00% 0.04 


0 0005 001 0015 


à fn CURE CORRE ILES Mas ” 
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0,025 0.08 0.035 0.04 


50 K 
: 
œ s 
8 0 : 
Lo] ; 
> . 
-50 2 DRE Re SE 1 MEmret e à 
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 


Temps (s} 


Figure 6-34 Tension de sortie v,{t) lorsque v.ft} = 100sin{120rtjuft). 
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Exercices 


6.1 


6.2 


6.3 


Déterminer la transformée de Laplace F{s) de chacune des fonctions du temps suivantes: 


a) f(t) = A(1-e *‘ju(t) 


b) f(t) = À pour O<t<T 
0 ailleurs 
c) f{t) = Ae°! pour O£<t<T 
0 ailleurs 
d} ft} = t’e 'u(t) 
e) f(t) = e Stu(t-2) 
f ft) = 12e7!%*cos(500t-0.785)u(t) 


Déterminer la fonction f{t} correspondante à chacune des fonctions F{s) suivantes: 
25 +6 


a) F(S) = PE RE PE 
5s +155" + 30s + 20 
2 
: _ 0. 
b) F{s) = LR 
3s +9s" +12s+6 
9S- ] 
c) CS) = — 
0.2s° - 0.6s - 0.4 
4 
À) FCS) = — 
0.55 +1.5s +2s+1 
e} F(s) = nl 
5(s + 1}(0.5s° +s4+72.5)} 
f F(s) = S + 3 


7s(2s? +6s+4) 


Le circuit montré dans la figure E6-3 est initialement au repos. 


i. 100 Q 


Figure E6-3 
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6.4 


6.5 
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—< vue par la source v, et la fonction de transfert 


a) Déterminer limpédance Zeals) = I 
1 


V 
H,(s) = - 
s 


b) Utilisant les résultats de la partie a, déterminer et tracer en fonction du temps le courant 
1, et la tension v, pour le cas où v,=10Ouf{t). Quelle est la durée du régime transitoire? 


Déduire le courant i, et la tension v, en régime permanent. 


c) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i, et la tension v; pour le cas où 
v&=100cos{120ztjuit). Déduire le courant i, et ia tension v, en régime permanent. 


Le circuit montré dans la figure E6-4 est initialement au repos. 


ANA 


ire ANA 
100 


Vs 50 LF 50 nF % 


Figure E6-4 [ 


V 
a) Déterminer l’impédance ZeatS) = — vue par la source v, et la fonction de transfert 
1 


Vo 
V. 


$ 


H,{s) =. 


b) Déterrniner les fréquences naturelles du circuit. Quelle sera la durée du régime transi- 
toire? 

c] Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i, et La tension v, pour le cas où 
ve=100uft). Déduire le courant i, et la tension v, en régime permanent. 


d) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant 1, et la tension v, pour le cas où 
vs=120cos(400rtju(t}. Déduire le courant i; et la tension vo en régime permanent. 


Le circuit montré dans la figure E6-5 est initialement au repos. 


150 Q 


Figure E6-5 ve = 100ut} 


V 
a) Déterminer l’impédance Zeq(S) = T vue par la source v, et la fonction de transfert 
1 
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6.6 


6.7 


v 
Hits) = 2. 


s 


b} Utilisant les résultats de la partie a, déterminer et tracer en fonction du ternps le courant 
i, et la tension va pour le cas où v,=100u(t). Quelle est la durée du régime transitoire? 


Déduire le courant i, et la tension v, en régime permanent. 


c) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant 1, et la tension v, pour le cas où 
vs=100cos(120xrtju(t). Déduire le courant 1, et la tension v, en régime permanent. 


Le circuit montré dans la figure E6-6 est initialement au repos, 


i 150 Q 


Lé VMS 
100 mH L 500 mH 
1000 


Figure EG-6 Vs = 100uit) 
a) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i,, le courant i, et la tension va. 


b) Quelle est la durée du régime transitoire? Déduire le courant 1, le courant 1, et la tension 
va en régime permanent. 


c) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i, et la tension v;, pour le cas où 
v=100cos{($00ntju(t). Déduire le courant i, et la tension v; en régime permanent, 


Le circuit montré dans la figure E6-7 est initialement au repos. 


4 200 rH 50 Q 


Figure E6-7 


V 
a) Déterminer l'impédance Zeg(s) = FE vue par la source v, et la fonction de transfert 
l 


Vo 
H;(S) = T_ . 


s 


b) Déterminer les fréquences naturelles du circuit. Quelle sera la durée du régirne transi- 
toire? 

c) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i, et la tension vs pour le cas où 
va=100u(t). Déduire le courant i, et la tension v, en régime permanent. 

d) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i, et la tension v, pour le cas où 
vs=100cos{(5007tjui(t. Déduire le courant i, et la tension v, en régime permanent. 
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6.8 Le circuit montré dans la figure E6-8 est initialement au repos. 


100 mH 75 HF 


| 
" + 
Vs 500 Q 250$ V2 

Figure E6-8 


a) Déterminer l’impédance Zea(s} = 


—< vue par la source v, et la fonction de transfert 


I; 
V 
Hi(s) = S- 
S 


b) Déterminer les fréquences naturelles du circuit. Quelle sera la durée du régime transi- 
toire? 


c) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i, et la tension v, pour le cas où 
ve=100uft). Déduire le courant 1, et la tension v en régime permanent. 


d) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i, et la tension v, pour le cas où 
v,=100cos(400nrtju(t). Déduire le courant 1, et la tension vo en régime permanent. 


6.9 Le circuit montré dans la figure E6-9 est initialement au repos. 


vb ÿ 1000 50 mH 


100 V 
Vs 
t 
0 5 ms 


Figure E6-9 


V 
a) Déterminer l'impédance ZeatS) = _ vue par la source v, et la fonction de transfert 
1 


Hs) = 2 
S)= —. 
Î LA 


b} Utilisant les résultats de la partie a, déterminer et tracer en fonction du temps le courant 
1, et la tension v2 pour le cas où v, est l'impulsion carrée montrée dans la figure E6-9. 
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6.10 Le circuit montré dans la figure E6-10 est initialement au repos. 


6.11 


> t 
ms 


Figure E6-10 


V 
a) Déterminer l'impédance ZeqtS) = — vue par la source v, et la fonction de transfert 
! 


H(s) = 2 
S}= —. 
1 V, 


b} Utilisant les résultats de la partie a, déterminer et tracer en fonction du temps le courant 
i, et la tension v, pour le cas où v, est la fonction montrée dans la figure E6-10. 


Le circuit montré dans la figure E6-11 est initialement au repos. 


0.05 uF 


= Sutt AMPLI OP idéal | 
Figure E6-11 be. 


V 
a} Déterminer l’impédance Zeq(S) = T vue par la source v, et la fonction de transfert 
1 


Hi(s) = 2 
S}= —. 
l VA 


b) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant 1, et la tension va. 

Quelle est la durée du régime transitoire? Déduire le courant i, et la tension v, en régime 
permanent. 

c) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i, et la tension v, pour le cas où 
v4=Ssin(1000ntju(t). Déduire le courant i, et la tension v; en régime permanent. 


204_ 


6.12 


6.13 


CIRCUITS ÉLECTRIQUES 


Le circuit montré dans la figure E6-12 est initialement au repos. 


0.05v, 


Ve 
Figure EG-12 vs = 2Ouit} 


V 
a) Déterminer l'impédance Zeals) = T vue par la source v, et la fonction de transfert 
1 


V 
Hi(s) = 2. 


Ss 
b) Utilisant les résultats de la partie a, déterminer et tracer en fonction du temps le courant 
1, et la tension vs. 
Quelle est la durée du régime transitoire? Déduire le courant i, et la tension v; en régime 
permanent. 


Le circuit montré dans la figure E6-13 est initialement au repos. 
AMPLI OP 
is 10kQ idéal 
AN 
+ 
Vs 
- R;= 00 V2 
Figure E6-13 — Ay= 0 di 


V : 
a) Déterminer l'impédance ZeatS) = a vue par la source v, et la fonction de transfert 
1 


V 
H,(s) = - 


S 


b] Utilisant les résultats de la partie a, déterminer et tracer en fonction du temps le courant 
i, et la tension v, pour le cas où v,=1Ouit}). Quelle est la durée du régime transitoire? 


Déduire le courant i, et la tension v, en régime permanent. 


c) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i, et la tension v2 pour le cas où 
va=15cos(1000stju(t). Déduire le courant i, et la tension v; en régime permanent. 
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6.14 


6.15 


6.16 


Soit le circuit montré dans la figure E6-14. 


Figure E6-14 


Le commutateur S est à la position 1 depuis très longtemps. À t = O, S change de position 
de 1 à 2 et demeure à cette dernière position pour le reste du temps. 


a) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant 1, et la tension v>. 
b) Quelle est la durée du régime transitoire? 


Soit le circuit montré dans la figure E6-15. 


50Q 100 mH ji “ot 
| ANA—1000 O\ O—+ 
S 


+ 


+ 
120 V 40mHB “2 1000 
PE 50 UF mi 


Figure E6-15 | JE 


Le commutateur S est à la position 1 depuis très longtemps. À t = 0, S change de position 
de L à 2 et demeure à cette dernière position pour le reste du temps. 


a) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i, et la tension vs. 


b) Quelle est la durée du régime transitoire? 


Soit le circuit montré dans la figure E6-16. 


Figure E6-16 | 


Le commutateur S est à position 2 depuis très longtemps. À t = O0, S change de position de 
2 à 1 et derneure à cette position jusqu'à t = 5 ms. À t = 5 ms, S revient à la position 2 et 
demeure à cette position pour le reste du temps. 


Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i, et la tension vo. 
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Chapitre 7 


ANALYSE DES CIRCUITS EN 
RÉGIME SINUSOÏDAL PERMANENT 


Dans ce chapitre, une méthode opérationnelle permettant d'analyser en régime perma- 
nent les circuits excités par des sources sinusoïdales est présentée. Dans ce cas parti- 
culier, toutes les variables du circuit sont sinusoïdales et de même fréquence que 
l'excitation. Ainsi, seules les amplitudes complexes sont impliquées dans les calculs. 
Dans la deuxième partie du chapitre, le comportement des circuits en régime sinusoï- 
dal permanent est étudié en fonction de la fréquence. Le calcul de la puissance en ré- 
gime sinusoïdal permanent est également considéré. 


7.1 Régime sinusoïdal permanent - Notions de phaseur et d’impédance 


Les sources sinusoïdales sont utilisées de façon universelle comme source d'énergie 
dans les systèmes de puissance où comme signal test dans les circuits de signaux. 
Dans ces systèmes, on s'intéresse particulièrement aux réponses en régime permanent. 
D'où la nécessité de développer une méthode d'analyse spécifique et efficace pour ce 
cas. 


Lorsqu'une source sinusoïdale x(t) = Xcos{wt) est appliquée à un circuit électrique li- 
néaire, la réponse totale est composée de deux réponses distinctes: 


N 
y{t} = S'Aje*" + Ycos{wt + 4) (7-1) 
k=1 
"1 
Réponse Réponse 
naturelle forcée 


La réponse naturelle est une somme d’exponentielles ALe* où les fréquences sy sont 
les racines de l'équation caractéristiques. Ces fréquences naturelles ne dépendent que 
de la nature du circuit. Si le circuit est stable, les fréquences naturelles s, sont réelles 
négatives ou complexes conjuguées avec une partie réelle négative. 

La réponse forcée est une fonction sinusoïidale d'amplitude Y, de pulsation «w (la même 
que l'excitation}, et déphasée d’un angle à par rapport à l'excitation. 


Un certain temps après l'application de l'excitation, la réponse naturelle s'annule et la 
réponse du circuit est constituée uniquement de la réponse forcée. Le circuit est alors 
en régime sinusoidal permanent (RSP). La réponse permanente est donc: 


yp(t) = Ycos(wt+#) {7-2) 
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Pour déterminer cette réponse en régime sinusoïdal permanent, nous avons besoin 
seulement de déterminer l'amplitude Y et la phase Ÿ, la pulsation « étant connue. 
Nous allons présenter deux notions fondamentales qui sont nécessaires à l'analyse de 


circuits électriques en régime sinusoïdal permanent: phaseur et impédance. 
7.1.1 Phaseur (ou Amplitude complexe) 
Considérons une fonction sinusoiïdale x(t): 
x(t) = Xcos{ot +4) {7-3) 


où _Xest l'amplitude, 
o est la fréquence angulaire (ou pulsation) en rad/s, 
+ est la phase en radian. 


x(D = Xcos{ot +) 


Amplitude X —>;û.- + = 


> t 


Période 


T-2 
o 


Figure 7-1 Fonction sinusoïdale. 


On peut exprimer la fonction x{t]) comme la partie réelle d'une fonction exponentielle 
complexe: 
x(t) = Xcos{ot+$) = Re{Xelei®t} = Re{Xei®!} (7-4) 


L'’exponentielle complexe Xel* ei”! peut être représentée par un vecteur tournant dans 
le plan complexe comme illustre Fig. 7-2. 


Figure 7-2 Vecteur tournant qui représente l’expo- rss her 
nentielle Xell!*#) dans le plan complexe. 
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La fonction x{t} = Xcos{(ut+é) est la projection du vecteur tournant Xe/*e”! sur l'axe 
réel. 


La quantité complexe X = XeiŸ est appelée l'amplitude complexe ou le phaseur qui re- 
présente la fonction sinusoïdale x{t) = Xcos{owt+#). On peut remarquer que le phaseur 
contient seulement l'information sur l'amplitude et la phase de la fonction sinusoïdale 
x{t). 

On peut représenter un phaseur par un vecteur (fixe) dans le plan complexe, comme 
montré dans la figure 7-3. 


Im 


Xei* 


Re 


Figure 7-3 Vecteur représentant le phaseur xei?. 


Remarques: 
+ Par habitude, on ne trace pas toujours les axes réel et imaginaire dans un diagramme 
vectoriel représentant les phaseurs. 


+ On utilise également la notation XZ$ pour Gésigner le phaseur Xei*. 


7.1.2 Impédance et admittance en RSP 
Considérons la relation v-i d’une résistance: 
v=Ri 
En RSP, si le courant est it} = Icos(wt}, la tension vit) sera: 
v(t} = Ricos(wt) (7-5) 


On peut constater que la tension v{t) et le courant ift}) dans une résistance sont en pha- 
se. On peut convertir la relation v-i (7-5) en une relation entre le phaseur tension V et 
le phaseur I comme illustre la figure 7-4, 


Domaine du temps Domaine des phaseurs 
it) Ù 
+ + 
vit} R VIIR 
(D) = Icos(ot} 1= lef° 
v(t} = Ricos(ot} V = Rlei? 
v(t) = Rift) V=RI 


Figure 7-4 La résistance dans le domaine des phaseurs. 
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La relation V = RI peut être représentée dans Le plan complexe par un diagramme vec- 
toriel comme illustre la figure 7-Sb. 


v{) 


AN 
XX OK 


(b} l v 


ot 


{a) 


Figure 7-5 Tension et courant d’une résistance en RSP. 
{a} Dans le domaine du temps. {b} Dans le domaine des phaseurs. 


Considérons la relation v-i d’une inductance: v = LA 
En RSP, si le courant est i{t) = Icos(owt}, la tension v{t) sera: 

v(t}) = LE (Icos(ot)} = -Lolsin(wt) (7-6) 
On peut constater que dans une inductance le courant i(t) est en retard de phase de 
90° par rapport à la tension v{t). On dit aussi que la tension vit} est en avance de phase 


de 90° par rapport au courant i(t). On peut convertir la relation v-i (7-6) en une relation 
entre le phaseur tension V et le phaseur I comme illustre la figure 7-6. 


Domaine du temps Domaine dés phaseurs 
it) 1 
+ + 
ve L VI lie 
it = Icos(ot} L= le? 
v{t}= -Lolsin(at} = Lolcos(wt+r/2} V = Lole”"? = joie)! 
v = Ldi/dt V=jLof 


Figure 7-6 L'inductance dans le domaine des phaseurs, 


La relation V = ju Li peut être représentée dans le plan complexe par un diagramme vec- 
toriel comme illustre la figure 7-7b. 
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v{t) 
i(t} 


(a} at 


NIA 


NI= 


{b) 


Figure 7-7 Tension et courant d'une inductance en RSP. 
{a} Dans le domaine du temps. (b} Dans le domaine des phaseurs. 


Considérons la relation v-1 d'un condensateur: 1 = CT 


En RSP, si la tension est v(t) = Vcos({wt), le courant i(t) sera: 
i(t) = CT {Veos(at}} = -CoVsin(ot) (7-7) 


On peut constater que dans un condensateur, le courant i(t} est en avance de phase de 
90° par rapport à la tension v({t}. On dit aussi que la tension v{t) est en retard de phase 
de 90° par rapport au courant it). On peut convertir la relation v-1 (7-7} en une relation 
entre le phaseur tension V et le phaseur 1 comme illustre la figure 7-8. 


Domaine du temps Domaine des phaseurs 
+ + 
.1 
vtt) T c vlHg 
vit) = Vcos(ot} V = vel? 
i(t) = -CoVsin(ot) = CoVcos(wt+r/2} 1= CoVei”?2 = jCovelt 

i= Cdv/dt 1=jCoV 
= 

V= Co 1 


Figure 7-8 Le condensateur dans le domaine des phaseurs. 


La relation I = joCV {ou V = I/joC) peut être représentée dans le plan complexe par un 
diagramme vectoriel comme illustre la figure 7-9b. 
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vét} 


(a) ot 


(b} 


NIA 


V 


Figure 7-9 Tension et courant d'un condensateur en RSP,. 
{aj Dans le domaine du temps. (b} Dans le domaine des phaseurs. 


Nous constatons que la relation entre le phaseur V et le phaseur I des trois éléments 
R, L, C est de la forme suivante: 


V = Z(jo)l (7-8) 


La quantité complexe Z{jw) est définie comme l’impédance en RSP de l'élément. 


Élément Impédance Z{(jw) 
Résistance R R 
Inductance L jLw 

Condensateur € 1 
Co 


Tableau 7-1 Impédance en RSP des éléments électriques. 


L'admittance en RSP d'un élément est l'inverse de son impédance: 


L 


YGo) = Zn) (7-9) 


On peut généraliser la notion d’impédance en RSP à des dipôles électriques: l'impédan- 
ce en RSP d'un dipôle est égale au rapport du phaseur tension V à ses bornes et du 
phaseur courant I qui le traverse, On écrit: 


ZGo) = 


m< 


{7-10} 
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Domaine du temps Domaine des phaseurs 
it} I 
+ + 
v{t) V 
v(t} = Vcos(ot) co) 
it} = Icos(ct-6) V= Vel 
1= le 
Zu) = Ÿ = Yel° 


Figure 7-10 Impédance en RSP d’un dipôle. 


La relation V = Z{juw)l peut être représentée dans le plan complexe par un diagramme 
vectoriel comme illustre la figure 7-11b. 


v{t) 


i(t) 


(a) ot 
{ 


(b) : 


Figure 7-11 Tension et courant d'un dipôle en RSP. 
{a} Dans le domaine du temps. {b} Dans le domaine des phaseurs. 


On peut rernarquer que l'angle de déphasage 8 entre la tension v{t) et le courant i{t) est 
représenté dans le plan complexe comme l’angle entre le phaseur tension V et le pha- 
seur courant L 


De façon générale, l’impédance Z d'un dipôle est complexe: 
ZÜo) = R+jX = Zel° (7-11) 


La partie réelle R est appelée la résistance. La partie imaginaire X est appelée la réac- 
tance. L'unité utilisée pour R et X est Ohm (Q). 


Le module de Z{jo) est Z = IR rx. L'angle de Z{jo) est 8 = atan [S] 
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Figure 7-12 Représentation graphique 
d'une impédance Z = R +jX. 


La nature du dipôle est déterminée par l’angle 8 de son impédance Z: 
° 8 = 90° : limpédance Z est purement inductive, 
° 0° < 8 < 90° : l'impédance Z est inductive, 
+ 8 = 90° : l'impédance Z est purement résistive, 
+ -90° < 8 < 0° : l'impédance Z est capacitive, 
* 0 = -90° : l’impédance Z est purement capacitive. 
L'admittance Y d’un dipôle est l'inverse de son impédance Z: 


Yo) = +jB (7-12) 


1 
= = G 
Z(jo) 
La partie réelle G s’appelle la conductance et la partie imaginaire B s'appelle la suscep- 


tance. L'unité utilisée pour G et B est Siemens (S|}. 


Exemple 7-1 Caicul d’impédance 
Les formes d'ondes de tension et de courant d'un dipôle sont montrées dans la figure 
7-13. 


120 V 


> t 


Figure 7-13 Tension et courant d'un dipôle en RSP. 


La période de la tension et du courant est T = 10 ns. La fréquence est égale à: 


La tension V est prise comme référence de phase: 


V = 120e)° = 120/0 V. 
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Le courant est en avance de phase par rapport à la tension d’un angle de: 
9 = TS *<2r = 0.9425 rad (ou 54°). 

Le phaseur courant I est: 
es 8e)° . 8e)0 7925 à 

L'impédance Z est égale à: 


V2 20e 
I 8ei0-9425 


-j0.9425 


= 15e = (8.817-j12.135)Q. 


C'est une impédance capacitive de 15 Q avec un angle de -0.9425 rad (ou -54°). La ré- 
sistance est égale à 8.817 ( et la réactance est égale à -12.135 ©. 


La figure 7-14 montre la représentation de l’impédance Z dans le plan complexe. 


> Re 


Figure 7-14 Représentation graphique 
de Z=(8.817-j12.135) 2. 


7.2 Analyse des circuits électriques en régime sinusoïdal permanent 


7.2.1 Méthode d'analyse 


L'analyse d'un circuit électrique en régime sinusoïdal permanent peut être effectuée 
dans le domaine des phaseurs en se basant sur les notions de phaseur et d'impédance 
présentées dans le paragraphe précédent. 

Le processus de l'analyse des circuits électriques en régime sinusoïdal permanent est 
illustré dans la figure 7-15. 

On convertit le circuit électrique à analyser (composé d'éléments et de sources} en un 
circuit transformé dans le domaine des phaseurs en remplaçant chaque élément par son 
impédance RSP et chaque variable par son phaseur. 

On peut transformer égaiement les lois et les théorèmes du domaine du temps en des 
lois et des théorèmes dans le domaine des phaseurs. Le comportement du circuit dans 
le domaine des phaseurs est décrit par des équations algébriques . 

La résolution de ces équations algébriques nous donnera la réponse dans le domaine 
des phaseurs. La transformation inverse permettra d'obtenir la réponse en domaine du 
temps. 
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Domaine du temps Domaine des phaseurs 


Transformation en phaseurs 
Circuit électrique 7 Circuit transformé 


Lois et 
théorèmes 


Système d'équations 
algébriques 


Résolution 


Réponse dans le 
domaine des phaseurs 


Réponse Transformation inverse 
RSR RON RE RS Ne 


Figure 7-15 Analyse des circuits électriques en régime sinusoïdal permanent 
dans le domaine des phaseurs. 


On peut suivre les étapes décrites ci-après: 

1. Transformer le circuit en domaine des phaseurs en remplaçant chaque élément par 
son impédance en RSP. 

2. Représenter les variables tension et courant par des phaseurs. 


3. Établir les équations d'équilibre en appliquant les lois et théorèmes ainsi que les 
méthodes habituelles du domaine du temps. 


4. Résoudre les équations de phaseurs. 


H est important de noter que dans le domaine des phaseurs, toutes les quantités sont 
complexes. Par conséquent, tous les calculs sont des calculs complexes. 


7.2.2 Lois et théorèmes dans le domaine des phaseurs 


Les lois et théorèmes du domaine du temps peuvent être transposés pour s'appliquer 
aux phaseurs. 


Lois de Kirchhoff 


N 
+ Loi des courants: > I, = 0 à un noeud 
k=1 
N 
- Loi des tensions: » V, = O0 dans un parcours fermé 
kz=]1 


Équations d'équilibre 
Les équations d'équilibre dans le domaine des phaseurs sont établies de la même façon 


que dans le domaine du temps en utilisant les mêmes méthodes. La méthode des 
mailles et la méthode des noeuds s'appliquent intégralement. 
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Équivalent de deux impédances RSP en série 


L'impédance équivalente de deux impédances connectées en série est égale à la somme 
des deux impédances: 


Zea = Z10®) +2,60) (7-13) 
La tension aux bornes de chaque impédance est donnée par la loi du diviseur de ten- 
SIOrt: 
V, = as (7-14) 
Z,+2Z, 
ve TE" (7-15) 


où V est la tension totale. 


+ + 
z| |v 

v Zsq = Zit Z2 
+ 
Z| | 


Figure 7-16 Équivalent de deux impédances à 
en série. 


Équivalent de deux impédances RSP en parallèle 
L'impédance équivalente de deux impédances connectées en parallèle est égale à: 


Z\0 Zo] 
D SU nt et {7-16) 
ea Yea YiGo)+Y,Gw) Züo)+Z,Go) 
Le courant dans chaque branche est donnée par la loi du diviseur de courant: 
Z) 
I, = (7-17) 
Z,+2 
Z 
DL = ;— 7-18 
27 Zi+2% (PERS 


où I est le courant total. 
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l 
+ ? Yeq = Y1 + Y2 
: IE Z:2> 
- Zea * 2,25 


Figure 7-17 Équivalent de deux impédances 
en parallèle. 


Équivalent Thévenin d’un dipôle 

L'équivalent Thévenin d'un dipôle est composé d'une source de tension Vr en série avec 
une impédance Zr tel qu'illustre la figure 7-18. Les éléments de l'équivalent Thévenin 
sont définis: 

* Source de tension Thévenin V; = V|,_, = tension aux bornes a-b en circuit ouvert, 


+ Impédance Thévenin Zr = impédance vue aux bornes a-b lorsque toutes les sources 
indépendantes dans le dipôle sont annulées. 


Figure 7-18 Équivalent Théverin d'un dipôle. 


Équivalent Norton d'un dipôle 

L'équivalent Norton d'un dipôle est composé d'une source de courant IN en parallèle 
avec une impédance 27 tel qu'illustre la figure 7-19. Les éléments de l'équivalent Norton 
sont définis: 


«+ Source de courant Norton E, = = -courant en court-circuit du dipôlie, 


Il, =0 
+ Impédance Norton Zr = impédance vue aux bornes a-b lorsque toutes les sources in- 
dépendantes dans le dipôle sont annulées. 


< 
(] 
Z 
N 
Z 
< 


Figure 7-19 Équivalent Norton d'un dipôle. 
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Exemple 7-2 Analyse d’un circuit en RSP 
Le circuit montré dans la figure 7-20 est en régime sinusoïdal permanent. 


On désire calculer les tensions et les courants du circuit. 


il L=20mH iR 


Figure 7-20 Circuit RLC en régime 
sinusoidal permanent. Vs = 100cos(800nt) 


On transforme le circuit en RSP en remplaçant chaque élément par son équivalent RSP 
et chaque variable par son phaseur comme illustre la figure 7-21. 


On a: 

V, = 100e/° = 1000 

Z, = 20x10" x 800% = 50.270 

Ze = ——}— = -j39.790 

J10x10 x 8007 
Ze = 1500 
L_ 
+, ZR 
Vs 150 © 

Figure 7-21 Circuit transformé. V, = 100/0 


L'impédance équivalente vue par la source V, est égale à la combinaison série et paral- 


lèle des impédances: 


Z-z < 
2 = tee = 550.27 + 99-79)180 _ 9 86 + 13.096 = 16.393/0.925 0 


eq Zc+2Zr 150 -j39.79 
Le courant I, est égal à: 
Fe 100/0 
Le Ze  16.393/0925 6.1/-0.925 À 


On utilise les équivalents série et parallèle et les diviseurs de tensions et de courants 
pour calculer les tensions et les courants du circuit. 


On a: 
1 = 28 y = 150 {6.1-0.925) = 5,896/-0.666 À 
€ Ze+ZRl 150-j39.79 
IR = le = (6.14-0.925)-(5.897/-0.666) = 1.564/-2.237 À 
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VL 


il 


Zi, = (50.27)6.1/-0.925) = 306.65/0.645 V 
Ve 


h 


ZRIR = 150(1.564/-2.237) = 234.61/-2.237 V 
À partir des phaseurs, on peut écrire les expressions temporelles des tensions et des 
courants du circuit: 


iL(t} = 6.1cos(8007t- 0.925) 
it) 


5.896 cos(800xt - 0.666) 
ir(t) = 1.564cos(800nt -2.237) 
vL{t) = 306.65cos800xt + 0.6465 
Ve(t) = 234.61cos(800nt-2.237) 


Les formes d'ondes des tensions et des courants du circuit sont montrées dans la figure 
7-22. 


{a) 


Figure 7-22 Formes d'ondes du circuit de la figure 7-20. 
{a) Courants. {b} Tensions. 
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7.2.3 Diagramme vectoriel 


Considérons le circuit de l'exemple 7-2. Les relations entre les tensions et les courants 
dans le domaine du temps s'écrivent: 


vtt) = vit) + vo(t) 


VO = Li) 
i{t) = CE (ve(D) 


vett} = Rip(t) 


Ces relations peuvent être transposées dans le domaine de phaseur: 


Ve = Vi+ Ve 
1 = Ic+lR 
V, = jLol, 
I = joCVe 
Ve = RIR 


On peut illustrer ces relations dans le plan complexe où chaque variable {phaseur) est 
représentée par un vecteur qui indique le module et l'angle de la variable. Ce diagram- 
me s'appelle diagramme vectoriel. 


Figure 7-23 Diagramme vectoriel illustrant les relations 
entre les tensions et les courants de l'exemple 7-2. 
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7.3 Réponse en fréquence 


‘7.3.1 Impédance des éléments R, L, C en fonction de la fréquence 


Nous avons vu que les impédances des éléments R, L, € en régime sinusoïdal perma- 


nent sont: 
ZRGo) = R 
Z. Go) = jeL 
ZcGo) = - L 
Le Co 


L'impédance de la résistance est indépendante de la fréquence angulaire & de la source 
d'excitation tandis que l’impédance de linductance et celle du condensateur en dépen- 
dent. Par conséquent, lorsque la fréquence de l'excitation varie, les tensions et les cou- 
rants dans un circuit en RSP varieront. 

La figure 7-24 montre l’impédance des trois éléments R, L, C en fonction de la fréquence 
@. 


1Zkl [ZR 


{c} 


Figure 7-24 Impédance des éléments R, L, € en fonction de la fréquence. 
{a} Impédance de R. {b] Impédance de L. (c) Impédance de C. 
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Remarque: 
La fréquence angulaire 6 (en rad/s) est égale à 2nf (f est la fréquence en Hz). Cependant, 
on utilise souvent le terme générique « fréquence » pour désigner indifféremment @ et f. 


Exemple 7-3 Comportement d’un circuit RLC en fonction de la fréquence 
Considérons le circuit RLC montré dans la figure 7-25. 


; L C L joL 1/GwC) 
+ + 
| LH sr | 
Z, 
{a} 2 (b} 


Figure 7-25 Circuit RLC en RSP. 
{a} En domaine du temps. (b) Dans le domaine des phaseurs. 


L'impédance équivalente vue par la source est la combinaison série des impédances: 
1 à l 
Zeq = RAA es = R+ifLo-= 


Cette impédance est une fonction de la fréquence angulaire «. La partie réelle (résistan- 
ce) est constante tandis que la partie imaginaire (réactance) dépend de &: 
Résistance = R, 


Réactance = (La es ; 
Co 


Lorsque « < hs la réactance est négative. L'impédance Z., est alors équivalente à 
LC 


C 


une résistance R en série avec un condensateur de valeur — 
1-LCuw 


Lorsque w = , la réactance est nulle. L'impédance Z., est alors équivalente à une 


résistance R. On dit que le circuit RLC est en résonance et la fréquence wk = a est 


NLC 


la fréquence de résonance. 


Lorsque © > 


, la réactance est positive. L'impédance Z,, est alors équivalente à une 


2 
résistance R en série avec une inductance de valeur L- . L L[Lce"- 1) : 
Co LCw 


Application numérique 
Considérons le cas où R = 10 Q, L= 50 mH et C = 100 uF. 


La fréquence de résonance est: 
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DRE ————— = 447,21 rad/s. 
JLC 50x10 x 100x107° 


- Lorsque w = 250 rad/s, l’impédance Z.. est égale à: 
a — j = 10-j27.5 = 30.208/-1.144Q 
100x10 "x 25 

L'impédance Z., est alors équivalente à une résistance de 10 ( en série avec un con- 
densateur de valeur 145.45 LF. 

- Lorsque & = @R = 447.21 rad/s, l’impédance Z,, est égale à: 

À 
100x10 7° x 447,21 


L'impédance Z,, est alors équivalente à une résistance de 10 ©. 


Z,,(250) = 10 +j( 50x10"? » 250 - 


Zeg(or) = 10 +j(50x10 x 447.21 - ) = 10-1000 


- Lorsque 6 = 550 rad/s, l'impédance Z.. est égale à: 
———) = 10+j9.318 = 13.668/0.7500. 
100x10 x55 


L'impédance Z., est alors équivalente à une résistance de 10 ( en série avec une in- 
ductance de valeur 16.9 mH. 


Z,(550) = 10 + (50x10 ? x 550 - 


7.3.2 Fonctions de réseau RSP 


Dans un circuit en régime sinusoïdal permanent, la réponse Y{jo) et l'excitation X{j«) 
sont reliées par une équation algébrique. Le rapport de la réponse Y{jw) et l'excitation 
X{jo) est définie comme une fonction de réseau RSP H(jo): 


YGo) 


Ho) = XGo) {7-19 
Fonction 
de réseau RSP 
Excitation Réponse 
X{jo) How) YGo}= Ho) x X(jo) 


Figure 7-26 Définition de fonction de réseau RSP. 


Pour un circuit donné, on peut définir plusieurs fonctions de réseau RSP suivant la ré- 
ponse considérée. Les fonctions de réseau RSP d’un circuit ne dépendent que de sa to- 
pologie et de la nature de ses éléments. 


On distingue deux sortes de fonctions de réseau RSP: fonction immittance et fonction 
de transfert. 


+ Fonction immittance est le rapport de deux variables prises à la même paire de bor- 
nes. 
On définit deux types de fonctions immittances: 
- impédance (rapport tension/courant), 
- admittance (rapport courant/tension). 


+ Fonction de transfert est le rapport de deux variables prises à deux paires de bornes 
différentes. 
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On définit quatre types de fonctions de transfert: 

- Impédance de transfert (rapport tension/courant), 
- Admittance de transfert (rapport courant/tension), 
- Gain en tension (rapport tension/tension}, 

- Gain en courant (rapport courant/courant). 


Les différentes fonctions de réseau RSP d'un circuit sont définies dans le tableau 7-2. 


Fonction de réseau RSP 


Impédance 


Immittance 


Admittance 


Impédance 
de transfert 


Admittance 
de transfert 
Fonction de transfert 


Gain en tension 


__ LGo) 
1,0) 


Gain en courant 


Tableau 7-2 Fonctions de réseau RSP. 


7.3.3 Calcul de fonctions de réseau RSP 


Nous pouvons déterminer les différentes fonctions de réseau RSP d’un circuit en résol- 
vant les équations d'équilibre établies à l’aide des méthodes classiques (méthode des 
mailles, méthode des noeuds, etc.). 

Pour certaines configurations de circuit, le calcul des fonctions de réseau peut être sim- 
plifié en utilisant les combinaisons série et parallèle des impédances, les lois de diviseur 
de tension et diviseur de courant, etc. 

On peut aussi déterminer en premier lieu la fonction de réseau H{s} dans le domaine 
de s. En remplaçant ensuite s par jw, on obtiendra la fonction de réseau RSP H{jo). 


Exemple 7-4 Fonctions de réseau RSP d’un circuit RLC 
Considérons le circuit montré dans la figure 7-27. 
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Figure 7-27 Circuit RLC en RSP. 


La source de tension v, est une source sinusoïdale de fréquence angulaire «. 
On désire déterminer les fonctions de réseau suivantes: 

- l'impédance d'entrée du circuit vue par la source 

- la fonction de transfert entre la tension de sortie ve et la source vw 


On convertit le circuit en RSP en remplaçant chaque élément par son impédance RSP 
et chaque variable par son phaseur comme illustre la figure 7-28. 


+ Ld 
# NL le + 
+ 
Ve Zc = -j(t/oC) Ve Zr=R 


Figure 7-28 Circuit transformé. 


L'impédance d'entrée du circuit est la combinaison série et parallèle des impédances 


du circuit: 
LR 2 
ZcZ j R-RLC +joL 
: cZR ; joC ( © )+jw 
ZnQo) = = Zita = jo + = —— 
in I, Lo Zc+ZR ER 1 +3RCo 
JoC 


Avec les valeurs numériques, on a: 
NE 10 °°?) + 0.020 
in0&) = 1+j0.0015® 
La fonction de transfert entre la sortie et l'entrée peut être déterminée en utilisant la loi 
du diviseur de tension: 


ZcZr 
PR SR 
V. ZeZR ZiZe + ZiZR + ZeZr (R- RLCw?}+joL 


Pos 


H,Go) = 


Avec les valeurs numériques, on a: 
150 


H;06) = PRIE PEER 
(150-3 x 10 wo }+j0.02w 
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7.3.4 Réponse en fréquence 


En général, une fonction de réseau Hjo) est une fonction complexe de w. On peut ex- 
primer la fonction H{jw) sous forme polaire: 


Hu) = A(o)ei(®) (7-20) 
où: 
A(w) = [H{jo) est l'amplitude de Hfjo), 
(wo) = ZH(jw) est la phase de Hfw). 


Les deux fonctions A(@) et &{o) constituent la réponse en fréquence du circuit. Elles re- 
présente lé comportement du circuit en RSP en fonction de la fréquence de l'excitation. 


Pour illustrer la réponse en fréquence d'un circuit, on peut utiliser deux graphiques re- 
présentant A(o) et b{w). 


7.3.5 Réponse en fréquence d’un circuit du premier ordre 


Considérons le circuit RL montré dans la figure 7-29, 


joL 


(b} 


Figure 7-29 Circuit RL en RSP. 
{a) En domaine du temps. (b} Dans le domaine des phaseurs. 


La fonction de transfert qui relie V, à V, est obtenue par la loi du diviseur de tension: 


H,Go) = - R 1 = 1 (7-21) 


RajoL  : TE 
s + jo 1 +2) 1 +i(2) 
Lai 


Dans cette relation, la quantité w.=R/L est définie comme la fréquence de coupure de la 
fonction de transfert H}(jo). 


Nous avons: Aj(o) = [HiGo)| = 


et bo) = ZHjGw) = atan| © |. 


La 


La réponse en fréquence de ce circuit RL est montrée dans la figure 7-30. 
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Amplitude de H;{jw) 


1 T0 LT 00 ee 7 
0.8! Se 4 
D.707--------- 
0.6: . 
ER D Ur. 2 
0 0.5 1 1,5 2 25 3 35 4 


Phase de Hi(lw), degré 
Ends ne 


90 | D PR ST Ee Se  ONIl 


0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 
oc 


Figure 7-30 Réponse en fréquence du circuit RL de la figure 7-29. 


On peut remarquer que pour ce circuit RL, à la fréquence de coupure «,: 
- l'amplitude de la fonction de transfert est égale à 0.707 fois sa valeur à la fréquence 0, 
- la phase de la fonction de transfert est égale à -45°. 


Considérons maintenant le circuit RC montré dans la figure 7-31. 


C 14jœC) 


{a} (b) 
Figure 7-31 Circuit RC en RSP. 
{a} En domaine du temps. {b) Dans le domaine des phaseurs. 
La fonction de transfert qui relie V, à V4 est obtenue par la loi du diviseur de tension: 


R _ jRCo _ j(w/o) 
SP 7 1+j3RC®o  1+]j(@/0,) (7522) 
joC 


: Vs 
H,Go) = T7 = 


@ 
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Dans cette relation, la quantité w,.=1/RC est définie comme la fréquence de coupure de 
la fonction de transfert H} (jo). 


| (@/o,) 
Nous avons: A1(@) = [HG@) = 
dl +(e/0,) 
et d(o) = ZH,06) = 5 - atan(w/o@..) 


La réponse en fréquence de ce circuit RC est montré dans la figure 7-32. 


Amplitude de H,{jw) 
{ i Denon 


Phase de H,{jw), degré 
90 méme en, . 


Figure 7-32 Réponse en fréquence du circuit RC de la figure 7-31. 


On peut remarquer que pour ce circuit RC, à la fréquence de coupure &.: 
- l'amplitude de la fonction de transfert est égale à 0.707 fois sa valeur à la fréquence «, 
- la phase de la fonction de transfert est égale à 45°, 


Nous constatons que le comportement de ce circuit RC en fonction de la fréquence est 
le contraire de celui du circuit RL considéré précédemment. 
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7.3.6 Réponse en fréquence d’un circuit du deuxième ordre 


Considérons le circuit RLC montré dans la figure 7-33. 


{a} 
Figure 7-33 Circuit RLC en RSP. 
{a) En domaine du temps. (b) Dans le domaine des phaseurs. 


La fonction de transfert qui relie V, à V, est obtenue par la loi du diviseur de tension: 


R 
(jo) = Le = —1}#)RCO = (7-23) 
Ve Sa # LCGo)? + 109), : 
1+jRCœ R 
On peut exprimer la fonction de transfert H,(jw) sous la forme suivante: 
È 1 
HGO} = — (7-24) 
ger + (jo) +1 
LOS On 
1 : ; 
avec! &w, = —— est la fréquence naturelle non amortie, 
5." TE 


= enr est le coefficient d'amortissement. 


2R 
Nous avons: A;(0) = fH Go) = © ———— 
de - (0/0 Ÿ] +[25(0/0,)l? 
et $,(0)} = ZH,(jo) = -atan( EL 
1-(o0/&,) 


La réponse en fréquence de ce circuit RLC est montré dans la figure 7-34. 

Nous constatons que la réponse en fréquence de ce circuit du deuxième ordre dépend 
du coefficient d'amortissement €. 

+ Cas où € > 0.707: 

L'amplitude A(u), égale à 1 pour w = O, décroît de façon monotone vers 0 lorsque la fré- 
quence augmente. À la fréquence w,,, on a A(o,) = 1/2£. 


La phase b(o), égale à O pour w = O, décroît lorsque la fréquence augmente et tend vers 
(-x} quand & tend vers «. À la fréquence w,,, on a b{(w..] = -x/2, peu importe la valeur de #. 


+ Cas où € = 0.707: 
L'amplitude A(o}, égale à 1 pour w = O, décroit de façon monotone de 1 vers 0 lorsque 
la fréquence augmente. À la fréquence w,,, on a Afw,) = 0.707. 


La phase d{o) varie de la même façon que dans le cas où & > 0.707. 
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+ Cas où & < 0,707: 


L’amplitude A(ow}), égale à 1 pour & = O, croît pour atteindre un maximum à une fréquen- 
ce &. donnée par: 


w, = 41-20 = ©, [1 -— (7-25) 


où Q = 1/2€. 

Ce phénomène s'appelle la résonance et la fréquence «&. est la fréquence de résonance. 
Le paramètre Q s'appelle le facteur de résonance du circuit. 

À la fréquence de résonance, Afow) a comme valeur: 


A(G,) = Anax = 1 = Q (7-26) 
20 N1 - €? | las 
4Q 
Dépassant la fréquence de résonance, A(w} décroit et tend vers 0 iors que la fréquence 
augmente vers co. 


On remarque que plus & est faible (plus Q est grand), plus la fréquence de résonance 
est proche de «., et plus À, est grande. 


La phase d(w), égale à O pour &w = O, décroît lorsque ia fréquence augmente et tend vers 
(-x) quand tend vers «. À la fréquence ®,,, on a d{o,) = -r/2, peu importe la valeur de 
€. La variation de la phase à w,, est de plus en plus brusque lorsque £ s'approche de 0. 


Amplitude de H;(jw) 


5 1: £=0.1 
4 A. Le 
| 3: &=0.5 
3: : 4:6=0.707 
! 5:6s1 
É eg tag 
1 


. …i..FÈ5S 


0 re s nu . ue 
0 0.5 1 1.5 2 2.5 
0e 
der de H;fjw), degré 
LES 16201 5621 | 
| 216202 ‘ 6:6=2 | 
gb Es: “(| 
| SN 4: 6=0.707 : 
1 H : RP Re EE ' Le HR 
| RE Bé: 
| - : : 
150! 
LS snsé mens ee, 25 ——1 
“100, 0.5 1.5 2 25 
oo 


Figure 7-34 Réponse en fréquence du circuit RLC de la figure 7-33. 
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7.3.7 Réponse en fréquence d’un circuit général 
La réponse en fréquence d’un circuit d'ordre plus élevé que deux peut être déterminée 
en suivant les mêmes étapes présentées précédemment. 


Exemple 7-5 Réponse en fréquence d’un circuit du troisième ordre 
Considérons le circuit montré dans la figure 7-35. 


250 €2 


if 


Figure 7-35 Un circuit du 
troisième ordre. 


On désire déterminer l’impédance Z,L{j®) vue aux bornes a-b du circuit et la fonction 


Vo 
de transfert H,(jo) = T_- 
1 


On peut convertir le circuit en impédances complexes comme illustre {a figure 7-36. 


l 250 
a 
0.015 
+ 
0.15 
+ 
> Vs 105/2s| | V, 
10 


bo 


Figure 7-36 Le circuit de la figure 7-35 converti en impédances complexes. 


L'impédance Z,b{s) est égale à la combinaison série et paralièle des impédances du cir- 
cuit: 


0.5x107 
1s+10)x(0:5xX10 
: (= 250x0.018 , © s+10x( s 
ab? 7 250+0.01s 

(0.18 + 10)+ (ss) 


0.25s° + 755? + 1.38x10°s + 1.25x10° 
0.001s° + 25.18? + 30008 + 1.25x10/ 
En remplaçant s par jw dans cette expression, on obtient: 


Zab{s) = 


11.25x10 - 75w°] + j[1.38x10%w - 0.256°] 


ZabÜ®) = 7 CHAR 3 
[1.25x10 -25.10 ]+j[3000® -0.001«] 
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L'amplitude de l'impédance Z,,(jo} est égale à: 


2 2 
111.25x10° - 750°?]" + [1.38x10/w - 0.250°] 
/11.25x107 - 25,162]? + [3000 - 0.0016°]° 


La phase de l'impédance Z,Lb{jo) est égale à: 


5 3 3 
LZyÜo) = stan| E2.8210 a -0.250 | stan| 29002 0.001] 
1.25x10° -756 1.25x107-25.10 


La figure 7-37 montre l'amplitude et la phase de l’impédance Z,pÜw) en fonction de la 
fréquence ©. 


[ZanU)| = 


Amplitude de Z;.Üo) 
600 .----- nc NES Eu Lee na au Cie ce EL 


NN EP RPE pt NE ER RUES 
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 


Phase de Z,L{ju}, degré 
100 ç---—-—- 


eg = —— ï — — po cr 


0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 
w ,rad/s 


Figure 7-37 L'impédance Z,4 du circuit de la figure 7-35 en fonction de la fréquence. 


V 
La fonction de transfert H,(s) = peut être calculée en appliquant la loi du diviseur 
1 


de tension au circuit de la figure 7-36: 


(@u18 + 101(2-5%10) 


250 x 0.01s 0.5x107) 
2x oQTe Ras {Oise 10) (LAC | 


V 
H,(s) = v = 
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508? + 1.255x10°s + 1.25x10° 
0.25s° + 7557 + 1.38x10°s + 1.25x10° 
En remplaçant s par jo dans cette expression, on obtient: 
{1.25x10° - 50w°]+j[1.255x10°&] 
[1.25x10 - 7562] +j[1.38x106 - 0.250°] 
Le module de H;(ju) est égale à: 


2 2 
ŸC.25x10° - 5062)" +(1.255x10° 0) 


2 2 
L 1.25x10°- 750?) +(1.38x10°w - 0.25w°) 
La phase de H,(jo} est égale à: 


H,(s) = 


H,(jœ) = 


A,(@) = [HiGo) = 


1.288 %10° 0 : atan[ 1:38 0 0.250" 
1,25x10° - 500 1.25x10° - 75 


La figure 7-38 montre l'amplitude et la phase de la fonction de transfert Ho) en fonc- 


+.(@) = ZH,Go) = atan| 


tion de la fréquence w. 


Amplitude de H;{ja) 
42, no: 


to... 


8 


ee ne ne qi de 


© 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 
o , rad/s 


Std Doit 


ae LUE Ltge ee 
(4 500 1000 500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5009 
&w ,rad/s 


Figure 7-38 Réponse en fréquence du circuit de la figure 7-35. 
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7.3.8 Réponse en fréquence d’un circuit actif 


Les circuits actifs sont en général des circuits qui contiennent des AMPLI OP et des élé- 
ments R et C. Ces circuits sont utilisés habituellement comme filtres dans les circuits 
électroniques analogiques. 

La réponse en fréquence d'un tel circuit est obtenue de la même façon que les circuits 
passifs. L'exemple 7-6 présente la réponse en fréquence d’un filtre passe-bande actif du 
deuxième ordre. 


Exemple 7-6 Filtre actif du deuxième ordre 
Considérons le circuit actif montré dans la figure 7-39. 


50 kQ 
AMPLI OP 


10kQ O2 HF idéal 
AAA | 
+ Vo 
V 
” 1kA R.= 
vs = Tout) TT R,=0 
Ay = © 


Figure 7-39 Circuit actif du deuxième ordre. 


On désire déterminer la fonction de transfert H,(jw) = —. 


Le circuit transformé dans le domaine de s est montré dans la figure 7-40, 


Z$= 50x10° 


AMPLI OP idéal 


em — 


Figure 7-40 Circuit transformé dans le domaine de s. 


La tension V; est égale à O car le gain en tension de l’amplificateur opérationnel est in- 
fini. Le point y est au même potentiel que la masse. 

On choisit V, comme la tension nodaïe du circuit. On établit l’'équations d'équilibre en 
utilisant la méthode des noeuds: 
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ER Re Pa MP 7-27 
2 xd 4 2 (F27 
En appliquant la loi des courants au noeud y, on obtient: 

pee 

Di. Le 
Ou encore: 

Z4 
V, = C2 XV. 


L'équation (7-27} devient: 


Z V, V 
Re A A 


Qu bien: 
1 Z4f1 1 1 >] Vs 
++ ++ —) NV = — 
{z 7 z. 25 2 29°" 
On déduit: 
ni 
V Zi -1 
H(s)= = 


s 1 AE AL Z1 Z4 a tee. D le 
Zi, Z2 Z3 Za 


2, 2 Zs° Zs ZoZs Z325 Zs 
Avec les valeurs numériques, on a: 
—500s 
8? + 200s + 550000 
En remplaçant s par j® dans cette expression, on obtient: 
-j 5000 
(550000 - w°) + j2000 


Le module de H}fju) est égale à: 


H,{s) = 
H,Gæ) = 


A(w) = IH, Gw) L 500 


2 
(550000 -w°) + (200)? 
La phase de Ho} est égale à: 
4,(o) = ZH,Go) = -5-atan( —200® ) 
550000 - « 


La figure 7-41 montre l'amplitude et la phase de la fonction de transfert H;(jw} en fonc- 
tion de la fréquence «. 
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Amplitude de H,{jw) 
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Figure 7-41 Réponse en fréquence du filtre actif de la figure 7-39. 


7.3.9 Diagrammes de Bode 

Les diagrammes de Bode sont deux graphiques tracés en échelle logarithmique qui re- 

présentent la réponse en fréquence d’un circuit. 

Pour une fonction de réseau H{ju}, on trace: 

+ Réponse en amplitude: Graphique représentant 20logA{s) en fonction de log{w). 
L'unité utilisée pour 20logA{&) est décibel (dB). 

+ Réponse en phase: Graphique représentant é{w) en fonction de log{u). 
L'unité utilisée pour b{(w) est degré ou radian. 

On utilise habituellement des graphiques semi-logarithmiques (abcisses en échelle loga- 

rithmique et ordonnée en échelle linéaire) pour représenter la réponse en amplitude et 

la réponse en phase. 

L'avantage principal des diagrammes de Bode (par rapport aux diagrammes en échelles 

linéaires} réside dans le fait que la réponse en fréquence d'un produit de fonctions de 

transfert est convertie en une somme de réponses en fréquence individuelles. Par con- 

séquent, la réponse en fréquence globale peut être obtenue en additionnant les répon- 

ses en fréquence individuelles. 
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20logA(w), dB 


30 


+ + 
0.1 1 10 100 1000 


135 


0.1 1 10 100 1000 


Figure 7-42 Les échelles d'un diagramme de Bode représentant la 
réponse en fréquence d'un circuit. 
{a} Réponse en ampiitude. {b) Réponse en phase. 


Considérons par exemple la fonction de transfert suivante: 
Ho) = H,(jo) x H,0Go) x H;,(jo) (7-28) 
L'amplitude de H(jo) est: 
A(@) = A;(w)x A,(a)x A;(w) {7-29) 
En convertissant A(ow) en dB, on a: 
Aap(o) = 20log[A(w)] = 20log[A,(&) x A,(o) x A;(w)] 
Aag(o) = 20{log[A;(@)] + log[A,(w)] + log[A,(@)}]} 
Aag(@) = À jap(o)+ Aout) + A3ap(0) (7-30| 
La phase de H{jo} est: 
$(o) = bi(o)+6,(0)+4a(a) {7-31} 
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Diagrammes de Bode d’une fonction de transfert du premier ordre 
Considérons une fonction de transfert du premier ordre du type passe-bas: 
(7-32) 
La réponse en amplitude est: 
Auto) = 20108. = —10log[1 +(o/o,)?] (7-33) 


f1 +(0/0,Ÿ 


(wo) = -atan(o/o,] (7-34) 


La réponse en phase est: 


Lorsque @ = @,, on a: 
Aasl®.) = -3dB et blw.) = -45°. 


Agg(o) , dB 


Mia Ses Store en | : : !Asymptote : en EU 
À ie AN pente =- “20dBidécade | 


d{w), degré 


O4 nds Lei rennes et: ee eee Nate 


_ ApproiMation es 
: pente = -45 de laécace 


10! 10 10° 


(o/o.) 


Figure 7-43 Réponse en fréquence d'un circuit du premier ordre du type passe-bas. 


Remarques: a) Sur l'échelle de fréquence, une décade correspond à un intervalle 
de © à 10w. Une octave correspond à un intervalle de «© à 2. 


b) Une pente de -20dB/décade est équivalente à -6dB/octave. 
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Considérons une fonction de transfert du premier ordre du type passe-haut: 
HGo) = 1+]J(0/e,) (7-35) 


La réponse en amplitude est: 


Age(®) = 20108] 1 à (@/0)| = 10log[1 + (w/w,)?] (7-36) 


La réponse en phase est: 
$(o) = arctg[o/o,] (7-37) 
Lorsque © = &,, on a: 
Aalo.) = 3dB et  b{o,) = 45°. 


DE . Asymptoté : 
.pente = +20dE/décade : 


10° 10° 10° 10 


d(w), degré 
90 - 
80 


d 


: Appraximätion :: : ; 
pente + 45 deg.dédade 


Pr RS CS RE 
10! 10 


{o/o.) 


Figure 7-44 Réponse en fréquence d'un circuit du premier ordre du type passe-haut. 
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Diagrammes de Bode d'une fonction de transfert du deuxième ordre 
Considérons une fonction de transfert du deuxième ordre du type passe-bas: 


GOT 4 Lfju)s 
o En 
n 
La réponse en amplitude est: 
Aap(®) = 24 —# ———. (7-39) 
Jo -(w/o,)] +[24(0/0,)/ 
2 
Aqg(o) = -10log{[1 -(/0,)°] +{[25(0/0,)1] (7-40) 
La réponse en phase est: 
26(0/ 
(w) = -aretg) A, | (7-41) 
1-(w/6,,) 
Aaslw) , dB 
20 — ce — ms unes = mm es me SE — 
5 ! REA du | 1: 650.1 
és FO EE |2: 6-02 
j nn: =. :pente.= -4dB/décade  ;4: 650.707 
-20| RÉ D ER JS Et 
16: £=2 
' DA =5 
SO OO Où ME me Qt DÉS à, 28 nee Lire Je 
As ES me M tes do 2 Et 
4 ( 1 
10 10 (of) 10 
bo), degré 
RS 6 à; 12=0.1 
; 2 &=0.2 
3: 20.5 
3: &=0.707 
: 561 
6: Ü=2 
; 7: È=5 


“150! î os 
+801. Re CR lan L. = 
10 10 tuto) 10 


Figure 7-45 Réponse en fréquence d'un circuit du deuxième ordre du type passe-bas. 
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Considérons une fonction de transfert du deuxième ordre du type passe-haut: 


: 2 
Ho) = COL 4 2 (jo) + 1 (7-42) 
on  n 


La réponse en amplitude est: 


Agp(o) = 201og/ {1 (0/0 )T + (2c(/0,)°| (7-43) 


Aaplu) = 10log{[1-(0/0,)°] + [26(0/0,)l°] (7-44) 


La réponse en phase est: 


2Ë(w0/0w 
d(w}) = arcrg) | (7-45) 
1-(w/0,,) 
Agg(w) , d 
60 —-—--- ee Dee pen ces ae 2 en nn es ep 
: | ne uen ! M SO EE 4 AU 1: 650.1 
, à RES Re . 2: &=0.2 
M on a Ps if 4: €=0.707 
: . Asymptote 6: C2 
o! ‘pente:= +40dB/décade 17.625 
RARE à | 
6 Le ie : | RAT ae | 
pol. A Ni Chan Le rene = Lie, au mn ci Ode a ul 
0: 10° 10! 
(ol) 


bla), degré 
| * 14-01 

2: c=0.2 

| 3: &=0.5 

1 4: 20.707 

. 5: Et 

: 6: C=2 

| 7:ÈE5 


Figure 7-46 Réponse en fréquence d’un circuit du deuxième ordre du type passe-haut. 
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Diagrammes de Bode d’un produit de fonctions de transfert simples 


Considérons la fonction de transfert H{s} suivante: 
6 x 10°s + 3 x 10/° 
(s + 250)(s? + 800s + 10°) 


On peut exprimer cette fonction de transfert sous forme d'un produit de fonctions sim- 


H(s} = 


ples: 
H(s) = 6x 10% x (8 + 50) x x 
(s+250) 2} 12005 + 10 
ou bien: 
H(s) = 120 x [1 +5/” Pr 
50 s _3 s? 
+356) |1+1.2x10s+<— 
10 
En RSP, la fonction de transfert devient: 
H(jow} = 120x{1+18 1x L x 1 
50 1 + J® &? _3 
250 l-—+1.2%x10 jo 
10 
Hi H2 H; He 
On obtient ainsi un produit de quatre termes: HGo) = H,;xH,xH,xH, 


La réponse en fréquence H{jw) peut être déterminée en considérant chacun des termes 
individuellement. Les diagrammes de Bode de H{jw) seront obtenus en additionnant les 
diagrammes de Bode individuels. L’addition graphique des diagrammes de Bode peut 
être simplifiée en représentant chaque diagramme seulement par les asymptotes. 


Amplitude A;g({«) Phase &(w) 
20 log120 = 41.58 dB 0 


10Olog(1 + 4x10 *w?) atan{O.02w) 


_10log(1 + 1.6x10 °°?) -atan(0.004w) 


2 


Re, -3 
: 2 _3 2 1.2x10 
= 4 1.2x10 jo |-1Ologt(1 - 10 Sw?y +(1.2x10 0) ] -atan| LT — d 


1-10 w 


10 


Tableau 7-3 Réponse en fréquence des quatre fonctions de transfert simples. 
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Figure 7-47 Réponse en fréquence de la fonction de transfert 
___ 6x 10s+3 x 10!° 
(s + 250)(s°7 + 800s + 10°) 
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7.4 Puissance en régime sinusoïdal permanent 


Considérons un dipôle D en régime sinusoïdal permanent. La tension et le courant du 
dipôle peuvent étre exprimés sous la forme générale: 


vét) = V,,cos(ot + 0) 

it) = 1,cos(ot+f) 
Le phaseur représentant la tension vit} est V = V,, /a. 
Le phaseur représentant le courant i{t}) est 1 = 1,, /f. 


> Re 


fa) {b) 
Figure 7-48 Un dipôle en RSP. 
{a} Impédance. {b) Diagramme vectoriel. 


7.4.1 Puissance instantanée 


La puissance instantanée fournie au dipôle D est égale au produit de la tension v{t) et 
du courant i(t): 


ptt) = vit)xit) (7-46) 

On a: 
p{t) = V,cos(ut+a)x1!,,cos{wt + PB) (7-47) 
p{t) = RE cos(a - f) + LEE cos(2ut + a + B) (7-48) 


On peut exprimer p{t} sous la forme suivante: 


VI V_I 
p{t) = cos + 7 —cos(2œt+a + f) (7-49) 
où & = (&-B) est le déphasage de i(t) par rapport à v{t). 
Remarque: # est aussi l’angle de l'impédance Z{(jw). 


On constate qu'avec la convention de signe de la figure 7-48: 
- Lorsque pit] > 0: Le dipôle absorbe de l'énergie, 
+ Lorsque pit) < 0: le dipôle fournit de l'énergie. 


La puissance instantanée p{t) en régime sinusoïdal permanent, exprimée dans léqua- 
tion (7-49), est égale à la somme de deux termes: 
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; Von lim 


2 


cos$ qui est une constante, 


+ Vonlm 


cos{(2ot + & + B} qui est une fonction sinusoïdale de pulsation 26. 


Donc, la puissance transmise dans un circuit en RSP est ondulatoire avec une pulsa- 
tion égale à deux fois la pulsation de la source et avec une valeur moyenne égale à 
mm 


2 


cost. 


vtt) = V, cos{ot + a} 


2 


A 
An pt) = cos p + TT cos (2wt + «x + B) 


Puissance _ Vin 
moyenne 2 


cos 


> t 


Figure 7-49 Puissance instantanée en régime sinusoïdal permanent. 


7.4.2 Puissance moyenne 


La puissance moyenne fournie au dipôle D est égale la valeur moyenne de la puissance 
instantanée: 


V_I 
P= 1 fpcoat = 5 —cosŸ (7-50) 
À remarquer que: 


* P > 0: le dipôle absorbe de l'énergie (en moyenne) 
* P< 0: le dipôle fournit de l'énergie (en moyenne) 
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7.4.3 Valeur efficace d’une fonction périodique 


La valeur efficace d'une tension périodique v{t) peut être définie comme «la valeur d’une 
tension continue qui dissipera dans une résistance de 1 Q la même puissance moyenne 
que vith. 

Calculons la puissance pour les deux cas. 

a) Cas 1: la tension périodique v{t} est appliquée aux bornes d’une résistance de 1 ©. 


2 
Puissance instantanée: p{t) = sol = (vtt)? W 
Puissance moyenne dissipée: Pré = À foot = À ficorat W 
To To 
To To 
b] Cas 2: une tension continue V,, est appliquée aux bornes d’une résistance de 1 Q. 
2 
_ (Voec) 


Puissance dissipée = (Ve) W 


ce 7 1 
Si les puissances dissipées dans les deux cas sont égales, alors: 
2 1 2 
(Va) = T. five dt 
] 
To 
Ou bien: 


Ve = EL fic at 
LEA 


Cette relation est précisément la définition de la valeur efficace de la tension périodique 


v{t): 
Vers = Vee = . fera 
°%, 


De façon générale, la valeur efficace d’une fonction périodique f{t) de période Ty (fré- 
quence fo = 1/Th) est calculée par la relation suivante: 


Fo = —- [Fos (7-51} 
0e 


La valeur efficace d’une fonction sinusoïdale v{t} = V,.cos(wt +4) est égale à: 


Ver = k J(Vmcos(ot +4») dt (7-52) 
0p 
| 1 + cos2(«t +4) LE V 
tes _m = " = 22 
2m Î [SAS 8) Jar 27 © 0.707 (7-53) 


To 


On peut démontrer que la valeur efficace d’une fonction périodique est donnée par: 


Fr = FRA FPS +6 (7-54) 
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où Fo = composante continue = valeur moyenne 
F, = valeur efficace de la fondamentale 
F; = valeur efficace de la 2e harmonique 


F, = valeur efficace de la nième harmonique 


Exemple 7-7 Valeur efficace d’une tension périodique 
Considérons une tension périodique qui est égale à la somme d'une composante conti- 
nue de 300 V et d'une sinusoïde d'amplitude 150 V et de fréquence 60 Hz: 


v(t) = 300 + 150cos(1207t). 


v{ 


Figure 7-50 Une tension périodique de fréquence 60 Hz. 
La valeur efficace de vit) est égale à: 
2 
Vea = [8007 +(150)" - 318.2 v. 
de 
Exemple 7-8 Valeur efficace d’une tension périodique 


Considérons la tension périodique suivante qui est la somme de trois fonctions sinu- 
soïdales de fréquence 60 Hz, 180 Hz et 300 Hz: 


v(t} = 120 /2cos(120nt})+ 50./2cos(360nt - 0.95) + 18./2cos(600nt + 0.25), 


vét} 


Figure 7-51 Une tension périodique de fréquence 60 Hz. 
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Valeur efficace de la fondamentale: V, = 120 V. 
Valeur efficace de la 3e harmonique: V3 = 50 V 
Valeur efficace de la 5e harmonique: Vs = 18 V 


La valeur efficace de v{t) est égale à: 
Ver = V7 + Va? + VS? = 4120? + 507 + 18° = 131.24 V. 


Exemple 7-9 Valeur efficace d’une tension périodique 
Considérons la tension vit} montrée dans la figure 7-52. 


v{t) 


170 V 


Figure 7-52 Une tension périodique de fréquence 60 Hz. 


Cette tension sinusoïdale «tranchée» est la tension de sortie d’un gradateur à thyristors 
qui sert à faire varier la tension efficace d’une source de tension monophasée. 

La valeur efficace de cette tension dépend de l'angle d'amorçage des thyristors. Dans le 
cas montré, l'angle d’'amorçage est égal à 60°. 


To 1/120 1/60 
Vars fase) [ Gosnon’at+ [ (G70sin0t)/dt 
TT (1/60) 
0 1/360 4360 
1/120 1/120 


2 


V = ——— 
eff 7 |(1/60) 


| (170sinot} dt | = 
1/360 


60 x 170° [ (1-2cos2wt)dt 
1/360 


1,120 


Var = jo. 170?[+- SP2er) = 104.73 V. 


2w 


1/360 


Exemple 7-10 Valeur efficace d'un courant périodique 
Considérons le courant ift) montré dans la figure 7-53. 
La valeur efficace du courant i{t) est égale à: 


2x10 4x10 
ne ; [ 15/at + Î (-5)?at 
43x10 
0 2x10 
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A EE 51015? x 2x1077) + ((-5)7 x 2x10 7) = 11.18 A 
4x10 


Figure 7-53 Un courant périodique de fréquence 250 Hz. 


7.4.4 Puissance complexe 


Pour faciliter la représentation de la puissance en régime sinusoïdal permanent, on dé- 
finit une quantité S appelée puissance complexe qui peut être calculée à partir des pha- 
seurs de tension et de courant. 


On peut exprimer la tension v(t) et le courant (t} sous la forme suivante: 


vét} = V,,Cos(wt+a) = Live et + ve et] (7-55) 
i(t}) = L,,cos(œt + B} = 11, ee + 1,.e"Pe it (7-56) 
où V et I, sont les valeurs crêtes (ou amplitudes) de vit) et ift) respectivement. 
La puissance instantanée p{t) = v{thift) sera donnée par: 
pet) = HV etes" ve te) x UE Pet 1, ee 107) (7-57) 
pe) = LV ee + Ve 91e?) + (7-58) 
1 ja, ip j2ut je, -iB,-i2ot 
LACS ne € +V,e Ine € } 


À noter que l'AS et LEP sont tes phaseurs V et I qui représentent la tension v{t) et le 
courant i(t). 
On peut écrire alors: 


pet) = LçVIt + vi] + L{vie 94 verte 195 (7-59) 


où V = Vel et I = eff. 
Ou encore: 


pit) = Relivre + Refivero"") (7-60) 


La quantité LS est définie comme la puissance complexe S: 
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= lv = iv he lv Let = (IV LL cosé)+i(LV sind) (7-61) 


où à = (a-B) est le déphasage du courant ift) par rapport à la tension v{t). 
On peut exprimer la puissance complexe $ en fonction des valeurs efficaces de la ten- 
sion et du courant: 


ce, ne Vo fl im a ee 
8 = lui = 1(v,ei)(1.elP)" = (Be X2+ = (Var) ere) (7-62) 


S = Vers (7-63) 


Dans cette relation, V5 = Verre” et Los = 1. eiP sont respectivement le phaseur de 


tension efficace et le phaseur de courant efficace. 
Alors, on peut écrire également: 


j(a — jé : | 
S = Vente = Verte D = Voter = (Vertlereost) + (Vorersiné) (7-64) 
8 = Ven = (Verrlerrcosé) + 1(Verrlerrsind) (7-65) 
Le module de $ est définie comme la puissance apparente: 


S = |S] - 


jé 
Venere = Vegiless (en VA) (7-66) 


La partie réelle de S est définie comme la puissance active: 
P = ReiS} = Virlegcosé (en W) (7-67) 


La partie imaginaire de $ est définie comme la puissance réactive: 
Q = Im{S} = Vesgdesrsind (en VAR) (7-68) 


Nous utilisons un diagramme des puissances dans le plan complexe, comme montré 
dans la figure 7-54, pour représenter les relations entre les puissance complexe, active 
et réactive. 


Nous constatons que: 


s? = p?+Q° (7-69) 


Puissance complexe 


Puissan 
RE Que nr nanas S = Voter 


réactive 


Re 


] 
Puissance active 


Figure 7-54 Diagramme des puissances 
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Puissance complexe dans un dipôle 
Considérons un dipôle D dont l’impédance est Z = R + jX. Nous avons: 


V 


Z=7 


où Z = JR? + x? et $ = atan(*) 


La puissance complexe dans ce dipôle est donnée par: 


= R+jX = Zeï* (7-70) 


: 2 9. 2 
S = Vel = ZLidegé = (R+jX)Lege = Ress + Xe (7-71) 
On constate que: 
- la puissance active P = Ri,r? est dissipée entièrement dans la partie réelle R de Z, 


- la puissance réactive Q = XI, réside entièrement dans la partie imaginaire X de Z. 


Lx Z=R+jX 


ms 


| 
R past Puissance sb 
( P = Rien 
Ve Û 
| 
jX ——— Puissance réactive 
- 5 | ; ! = 2 
Figure 7-55 Puissance active et puissance La Q = Xlefr 
réactive dans une impédance Z. 
On peut écrire aussi: 
2 
l'A d'A T V 
eff eff eff 
S = Verlegé = Ven ) = Ver( ) REX (7-72) 


7.4.5 Facteur de puissance 


Le facteur de puissance d'un dipôle (système électrique à deux bornes) est défini comme 
le rapport de la puissance active et la puissance apparente: 
P _ Verrlerrcos® 
Îfp = = = —— = cos$ (7-73) 
S Verrlerr 
Alors, le facteur de puissance d’un système électrique en R$SP est égal à cost, où # est 
le déphasage du courant ift) par rapport à la tension v{t). 


Exemple 7-11 Calcul de puissance 

Un équipement électrique est connecté à une source de tension sinusoïdale de valeur 
efficace 120V et de fréquence 60 Hz. On mesure un courant efficace de 15 À avec un 
déphasage de 27 ® arrière (le phaseur courant est en arrière du phaseur tension d'un 
angle de 27° ou bien le courant est en retard de 27 * par rapport à la tension}. 

Nous avons: 


Ver = 120/0° V et Lg = 15/-27° À 
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Le déphasage du courant par rapport à la tension est: 
Ÿ = Ver - Leg = 0° - (-27°) = 27° 

La puissance apparente est égale à: 
S = Vagtlerr = 120 x 15 = 1800 VA 

La puissance active est: 
P= Vettleft cos(27°) = 1603.8 W 

La puissance réactive est: 
Q =Vegrlegr Sin(27°) = 817.2 VAR 

Le facteur de puissance de cet équipement est égal à: 
fp = cos{27°) = 0.891 


120 V 


Ver Ps £ 
&=27° _ à 
S£ ù 
15 A & 
Le 
er À a 
le 
P = 1603.8 W 
{a) {b) 


Figure 7-56 Diagrammes vectoriels. 
{a) Tension et courant. {b) Puissances. 
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7.4.6 Puissance dans des charges typiques 
Charge résistive (R) 


Dans une charge résistive, le courant est en phase avec la tension: 


ns Ver 
eff — TR 
ler = Vet'R 
4 
Ver R 
Figure 7-57 Relation entre la tension et le courant : 
dans une résistance. 
La puissance complexe dans R est égale à: 
2 
VertVett Vesr 2 
SR = Vers = 5 — = Rlgheg = 5 = Rler (7-74] 
vit} 
i(t) 
0 V 
{a) > t > La 


Figure 7-58 Puissances dans une charge résistive. 
{a) Tension et courant. {b) Puissance. 


Charge purement inductive (L) 
Dans une charge purement inductive, le courant est en retard de 90° par rapport à la 
tension: 


V 


ses 


joL oL 
ler = Vera. 
Ver jot 


Figure 7-59 Relation entre la tension et le courant 
dans une inductance. 
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La puissance complexe dans L est égale à: 


2 
VarVart V 
. _ “eff'eff _; = fs 2 __.“etf 
Su = Verde = — SL © jelkles = jobler = TT (7-75) 
On constate qu'une charge purement inductive consomme seulement de la puissance 
réactive. Le facteur de puissance d’une charge purement inductive est égal à ©. 


vit} 


{a} 


> t 


(72 


(b} >t 


Figure 7-60 Puissances dans une charge purement inductive. 
{a) Tension et courant. {b} Puissance. 


Charge inductive (RL) 


Dans une charge inductive (RL), le courant est en retard de phase par rapport à la ten- 
sion: 


1 =  — ) ei 
R+joL 
3 JR? + (01) 


avec à = atan(®L) ! 
R 


left = Ver/{R+joL) 


Figure 7-61 Relation entre la tension et le courant 
dans une charge inductive (RL). 


La puissance complexe dans la charge RL est égale à: 


2 
Se = Ve = Vert (R+joL)l ls" = (R+joL)L.e = Vesr (7-76) 
RL eff'eff R-joL effeff eff R-joL 


On constate que: 
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- la puissance active est consommée uniquement dans KR, 

- la puissance réactive est consommée uniquement dans L. 
Le facteur de puissance d’une charge mductive est: 

fp = cos {arrière) 


Figure 7-62 Puissances dans une charge inductive {RL). 
{a} Tension et courant. {b} Puissance. 


Charge purement capacitive (C) 


Dans une charge purement capacitive, le courant est en avance de 90° par rapport à la 
tension: 


Leg = JOCVerr 


ler © jo C Ver 
$ 
j 
Ver ac 
Figure 7-63 Relation entre la tension et le courant : 
dans une charge purement capacitive. 
La puissance complexe dans C est égale à: 
2 
11." I 
_ sc + _ effeff _ _;leff _ _; 2 7 TT 
SC Neo Van Va ue de ae Ver (Es d 


On constate qu’une charge purement capacitive fournit seulement de la puissance 
réactive. 


Le facteur de puissance d’une charge purement capacitive est égal à ©. 


Chapitre 7 Analyse des circuits électriques en régime sinusoidal permanent 257 


Figure 7-64 Puissance dans une charge purement capacitive. 
{a} Tension et courant. {b) Puissance. 


Charge capacitive (RC) 


Dans une charge capacitive, le courant est en avance de phase par rapport à la tension: 


Les = a — 


avec 4 = atan( 21 


ler = Ver ((R-(T/0C)] 


+ 


Vert 


; . ; (1/00) 
Figure 7-65 Relation entre la tension et le courant : 
dans une charge capacitive (RC). 


La puissance complexe dans la charge RC est égale à: 


2 
VerVerr : AR 
ed R (R- Later = (RL Legs = —<— (7-78) 
C © sl 
+] — 
Cw 


Sre = Vertlegs = —— 
ex 
On constate que: 
- la puissance active est consommée uniquement dans R, 
- la puissance réactive est fournie uniquement par C. 
Le facteur de puissance d’une charge capacitive est: 
fp = cosŸ (avant). 
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Figure 7-66 Puissances dans une charge capacitive {RC}. 
{a} Tension et courant. (b) Puissance. 


Exemple 7-12 Calcul de puissance dans une charge RLC 
Le circuit montré dans la figure 7-67 est en régime sinusoïdal permanent. 
L = 100 mH 


ie iR 


ZA =j3770 
2 50 Ze = 33.16 Q 


vs = 339.4cos{120nt) 


Figure 7-67 Calcul de puissance dans une charge RLC. 


On calcule les courants et les tensions du circuit: 


Ve 240 
ee {eff} _ = Ps o 
A+ RTZe IPF 7553.16 


Vitern = Zuluiern = 437.7)(11.33/-43.85°) = 427.26/-46.15°V 
Vetein = Vréern = Vatern = Vutern = 240-(427.26/-46.15°) = 313.18/-100.3°V 


VkRéefh _ 313.18/-100.3° : 
TRçeff) ET = = 6.26 /-100.3°A 


V : . 
Diem SI BIOS LS Mes 


Le courant IL débité par a source V, est en retard de 43.85° par rapport à la tension de 
la source: 


b = 43.85° 
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La puissance complexe consommée par la charge (qui est aussi la puissance complexe 
fournie par la source) est égale à: 


Sr = Viçrnlréern" = 240(11.332-43.85°)* = 1962 +j1884 


Le facteur de puissance de la charge est donné par: 
fp = cosp = cos(43.85°) = 0.721 


Vérification: 
Puissance active dans la résistance R: 
_ (Vrçetn) . (313.18) 
R 50 
Puissance réactive dans l’inductance L: 
Qu = Vitetnltern = 427.26(11.33) = 4842VAR 


PR = 1962W 


Puissance réactive dans le condensateur C: 

Qc = Veternlctern = 313.18(9.44) = 2958VAR 
Puissance totale: 

Sr = Pr+ilQL-Qci = 1962+j1884 


Exemple 7-13 Calcul de charge 
On connecte une charge Z à une source sinusoïdale 60 Hz de valeur efficace 240 V. 


La charge absorbe une puissance active de 25 kW et une puissance réactive de 16 
KVAR, 


On désire déterminer la valeur de cette charge et son facteur de puissance. 
s 
jQ 
+ 
Vs V P=25KkW 
240 V (eff) - Q = 16 KVAR 


60 Hz 7) 
P 


Figure 7-68 Charge inductive alimentée par une source sinusoïdale. 


Le facteur de puissance de la charge est: 
rs 
JP?+Q° 4d25°+16° 
Ee courant dans la charge est égal à: 


P 25000 
ler ® Vcost * 740* 0.842 “ 125.67 À 


fp = cos = = 0.842 arrière 


La résistance de la charge: 
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La réactance de la charge: 


LL” (123.67) 
Donc l’impédance de la charge est: 


Z=R+jX=(1.6385+j1.046) Q 
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Exercices 


7.1 Le circuit montré dans la figure E7-1 est en régime sinusoïdal permanent. 


y 20mH Cor 


Figure E7-1 vs = 150cos(1000nt) 


a) Déterminer les tensions et Les courants du circuit. 


b) Tracer un diagrarnme vectoriel pour illustrer les relations entre les tension et les cou 
rants du circuit. 


Remarque: Le phaseur V, est pris comme référence de phase. 


7.2 Le circuit montré dans la figure E7-2 est en régime sinusoïdal permanent. 


y  20mH 50 0 100 Q 


Vs1 = 200c0s(1000nt) V2 = 200c0s(10007t+1/3) 
Figure E7-2 


Déterminer les tensions Vo, V; et les courants 1;, [4. 


7.3 Le circuit montré dans la figure E7-3 est en régime sinusoïdal permanent. 


Figure E7-3 Vs = 800cos(500rt) 


a) Calculer l'impédance Z., vue par la source. 

b) Déterminer le courant 1, la tension V, et la tension V:. 

c) Tracer un diagramme vectoriel illustrant la relation entre V,, V, et Vo. 
Remarque: Le phaseur V, est pris comme référence, 
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7.4 Le circuit montré dans la figure E7-4 est en régime sinusoïdal permanent. 


7.5 


7.6 


150 Q 


Figure E7-4 Vs = 120cos(400nt) 


a) Déterminer le courant 1,, le courant I, et la tension V3. 


b} Déterminer le courant I, débité par la source. Déduire l'impédance Z., vue par la source. 


Soit le circuit montré dans la figure E7-5. 


Figure E7-5 


a) Déterminer l’impédance Z,4{(jw} vue aux bornes a-b du circuit. 

Tracer en fonction de la fréquence le module et la phase de Z, (jo). 

Déterminer la fréquence à laquelle l'impédance Z,} est purement résistive (phase de Z,} = 
0). 


V 
b) Déterminer la fonction de transfert H (ju) = - 
1 
Tracer les diagrammes de Bode représentant la réponse en fréquence de H, (jw). 


c) Déterruiner le courant d'entrée 1, et la tension de sortie V; lorsqu'une tension sinusoïdale 
d'amplitude 50 V et de fréquence 250 Hz est appliquée à l'entrée. 


Soit le circuit montré dans la figure E7-6. 


150 Q 250 Q 


Zi —> 


Figure E7-6 


a} Déterminer l’impédance Z,{jw) vue aux bornes a-b du circuit. 
Tracer en fonction de la fréquence le module et la phase de Z,L(j@). 
\ 
2 


b) Déterminer la fonction de transfert H,(j@} = T_: 
1 
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LE 


7.8 


Tracer les diagrammes de Bode représentant la réponse en fréquence de H, {jo}. 


263 


c) Une source de tension sinusoïdale d'amplitude 100 V et de fréquence 60 Hz est connectée 


aux bornes a-b. Déterminer le courant I, et la tension de sortie Vo. 


Soit le circuit montré dans la figure E7-7. 


- = Ve 


AMPLI OP idéa 
Figure E7-7 


a) Déterminer l’impédance Z;{jw) vue par la source. 
Tracer en fonction de la fréquence le module et la phase de Z; (jo). 


V 
b) Déterminer la fonction de transfert H,(jw) = T : 


s 
Tracer les diagrammes de Bode représentant la réponse en fréquence de H, (ju). 


c) Une source de tension sinusoïdale d'amplitude 1 V et de fréquence 5 kHz est connectée 


à l'entrée. Déterminer le courant d'entrée 1, et la tension de sortie V2. 


Soit Le circuit montré dans la figure E7-8. 


100 KA 


0.05 UF 
AMPLI OP 
jy 10KkQ Dur idéal 
ANA 1 
à 
Vs 
k 10 kN ce 
— Fe Re 

Figure E7-8 + À, = 


a) Déterminer l'impédance Z;(jw) vue par la source. 
Tracer en fonction de la fréquence le module et la phase de Z]{jw). 
V 
b) Déterminer la fonction de transfert H,(jœw) = _ ; 
S 
Tracer les diagrammes de Bode représentant la réponse en fréquence de H,(ja). 


c} Une source de tension sinusoïdale d'amplitude 5 V et de fréquence 400 Hz est connectée 


à l'entrée. Déterminer le courant d'entrée I, et la tension de sortie Va. 
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7.10 


7.11 
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Le circuit montré dans la figure E7-9 est en régime sinusoïdal permanent, 


50 mH 200 


i4 


vf) 100 pF 


Figure E7-9 vs = 400cos{120nt} 


a) Déterminer l’impédance équivalente vue par la source. 
b} Calculer le courant 11. 


c) Calculer les puissances apparente, active, et réactive dans la charge. Tracer le diagram- 
me de puissance. Déterminer le facteur de puissance de la charge. 


Le circuit montré dans la figure E7-10 est en régime sinusoïdal permanent. 
100 mH 50 mH 


20 (2 


Figure E7-10 v, = 400cos(120nt} 


a) Déterminer l’impédance équivalente vue par la source. 
b}) Calculer le courant I. 


c) Calculer les puissances apparente, active, et réactive dans la charge. Tracer le diagram- 
me de puissance. Déterminer le facteur de puissance de la charge. 


Le circuit montré dans la figure E7-11 est en régime sinusoïdal permanent. 


i4 100mH 200 


Figure E7-11 Vsi = 300cos(120nt) Vs = 300cos(1207t+x/3) 
a) Calculer le courant I, (valeur efficace et phase). 


b) Calculer la puissance dissipée dans la résistance et la puissance réactive dans l’induc- 
tance. 


c) Calculer les puissances active et réactive fournies par la source V,:. 
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7.12 Le circuit montré dans la figure E7-12 est en régime sinusoïdal permanent. 


A 4 50 mH 


Vs1 = 300cos(120nt} Vs1 10Q 


Vs2 = 100cos(3607t+n/5) Vs2 100 F 


Figure E7-12 


a} Tracer en fonction du temps la tension vag(t). 

Calculer la valeur efficace de vagt}. 

b] Calculer et tracer en fonction du temps le courant i{t). 
Calculer la valeur efficace de i,{t). 

c) Calculer les puissances active et réactive dans la charge RLC. 


7.13 Une charge Z est connectée à une source de tension sinusoïdale. Les formes d'ondes de la 
tension et du courant de la source sont montrées dans la figure E7-18. 


Figure E7-13 


a) Déterminer l'impédance Z. 
Calculer les puissances active et réactive dans la charge Z. 


b) Une inductance de 100 mH est connectée en parallèle avec Z. Calculer la nouvelle valeur 
efficace et la nouvelle phase du courant is. 


266 CIRCUITS ÉLECTRIQUES 


7.14 Caiculer la valeur moyenne et la valeur efficace des tensions et des courants montrés dans 
la figure E7-14. 


alt}, V 


»>67 0 7510 175 20 30 40 ms 


Figure E7-14 
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Annexe A 
Rappel sur les nombres complexes 


1. Définition 
Un nombre complexe est composé d’une partie réelle et une partie imaginaire. On peut 
écrire un nombre complexe X sous forme cartésienne: 
X=atJ}b 
où a est la partie réelle et b est la partie imaginaire. 
On peut aussi exprimer lé nombre complexe X sous forme polaire: 
X = xel° 
où x est le module de X {on écrit aussi |[X|) et 8 est l’argument de X (ou langie de X). 
On peut représenter le nombre complexe X par un vecteur dans le plan complexe. 


im 


> Re 


Figure A-1 Représentation graphique d'un nombre complexe dans le 
plan complexe. 


À partir de cette figure, on déduit les relations suivantes: 


a = xcosû b = xsin6 
X = AE b? 8 - atan(?) 

a 
X - xe/° = x{cos8 +jsin8} 


2. Les opérations sur les nombres complexes 


Les opérations sur les nombres complexes sont des opérations vectorielles. 
Addition et soustraction 


L'addition et la soustraction des nombres complexes s'effectuent sous forme cartésien- 
ne. 


On additionne (ou soustrait) deux nombres complexes en additionnant {ou en sous- 
trayant) les parties réelles et les parties imaginaires respectives. 


Considérons deux nombres complexes X = a + jbet Y = c + jd. La somme et la différence 
de X et Y sont données par les relations suivantes: 


X+Y= {a+ c) + j(b + d) 
X-Y={a-c)+j(b-d) 
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> Re 


> Re 


(a) {b} 


Figure A-2 Opérations sur les nombres complexes. 
{a} Addition. {b} Soustraction. 


Multiplication et division 

La multiplication et la division des nombres complexes s'effectuent sous forme polaire. 
- On multiplie deux nombres complexes en multipliant les modules et en additionnant 
les arguments. 

- On divise deux nombres complexes en divisant les modules et en soustrayant les ar- 
guments. 


Considérons deux nombres complexes A = ael® et B = bel, 


Le produit de A et B est: AB = abelt®*P) 
Le rapport de A et B est: 5 = see” D) 
3. Exemples 


Soient deux nombres complexes: 
X=-0.5 +j3 = 3.041e)1.736 
Y=1.25-j2 = 2.358e11-012 


La somme: X+Y=0(-0.5 + 1.25) + j(3 - 2) = 0.75 +j = 1.25el0-727 
La différence: X-Y={(-0,5 - 1.25) + j(3 + 2) = -2 +j5 = 5.385eil 951 
Le produit: XY = (3.041 x 2.358)e{1-736 - 1.012) L 7 1710 724 

Le rapport: X _ 3.041 ,501736+1012 _ ; 59.2 748 


Y 2.358 
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Annexe B 
Addition de deux fonctions sinusoïdales 


Soient deux fonctions sinusoïdales de même fréquence: 
x,(t) = A,cos(ot+4:) 


Xo(t} = Ascos(wt +4) 
La somme de ces deux fonctions peut être calculée en utilisant la forme exponentielle: 


vtt} = xi(t)+xo(t) = Relae(#1#}à Ref agett#0} 


ytt) = Re age #70 à gg elt 70) = Reltae” rage et} 


y(t) = Re{Celtel""} = Re{Cel®t+#)}; = Ccos(wt +4) 


Donc: 
A,cos(ot+4,)+A,cos(wt+#,) = Ccos(ot +4) 


Les constantes € et 4 sont déterminées par la relation suivante: 
Cel? = he + A,e 


Ou bien: 
Ccosh+jCsing = [A,cosd, + A,cosb,]+j[A, sind, + A,sind,] 


On déduit: 
Ccost = A,cosb,+A,cos, 


Csing = A,siné, +A,sindo 


Finalement: 
À, sin, + A, sind, 
an = ———— 
A,cosb), + A,cosho 
et: 


C = J{Ajcos + Aucosh,} + (A sind, + A)sind,) 
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Annexe C 
Dérivée et intégrale d’une fonction de la forme 


fitju(t) 


Considérons une fonction exponentielle qui commence à t = O: 
x{t) = AeStuit) 


1) La dérivée de xit) est égale à: 


dx -ut -at -at d 


d d 

= = Lra = —(A t}+Ae —{utt 

D = quae ut] = Htae'Ju(t)+ 4e “LE tu(t)] 

ss = (-aAe “'ju(t)+ Ae *'8(t) 

dx -at 

— = (-aAe ju{t}+A8(t) 

dt 
À remarquer que l'impulsion Aë(t) représente le changement brusque de la pente de x{t) 
àt=0. 


2) L'intégrale de x{t) est égale à: 
-& 


t 

-at 
( x{t}dt = face tar sel 2 A -e *u(t) 
Le 0 o 


À remarquer que la fonction u(t) est ajoutée à l'expression de lintégrale de x{t) pour te- 
nir compte du fait que l'intégrale est nulle pour t < O. 


x{t} = Ae %u(t) 


( x{t)dt 


ee 


De 2(l -e"*u(t} 


ae ‘u(t) 


Figure A-3 Dérivée et intégrale de la fonction Ae “uft}. 
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Annexe D 
La résonance dans les circuits RLC 


Considérons un circuit RLC alimenté par une source sinusoïdale de fréquence variable 
montré dans la figure A-4. 


Circuit RLC 


Figure A-4 Impédance d'un circuit RLC en régime sinusoïdal permanent. 
L'impédance du circuit vue par la source est une fonction de la fréquence: 
Ve 
Z{jw) = — 
I, 
Le circuit est en résonance à la fréquence 6, si l’impédance Z{jo) est purement résistive 
à cette fréquence, c'est à dire: 
Zoo) = Ro 


À ja fréquence de résonance, il n'y a pas d'échange d'énergie entre le circuit et la source. 
Le circuit RLC consomme une puissance active qui est dissipée dans les résistances 
sous forme thermique. L'énergie emmagasinée dans le circuit est constante et est 
échangée entre les inductances et les condensateurs à une fréquence de 269. Lorsque 
l'énergie dans les inductances est maximale, l'énergie dans les condensateurs est nulle 
et vice vérsa. 

Le facteur de résonance du circuit est défini comme: 


Won nu 2 a 20 


= Qax TT = 
Q W, P P 
où West la valeur maximale de l'énergie emmagasinée, 
Wa est l'énergie dissipée pendant une période T, = 27 ; 
@ 
[e) 


QL est la puissance réactive totale dans les inductances, 
Qc est la puissance réactive totale dans les condensateurs, 
P est la puissance active totale dissipée dans les résistances. 
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CIRCUITS ÉLECTRIQUES 
Exemple 1: Résonance série 
L a R L 
+ 
Vs Ze} —> C 
b 
{a) 


Module de Z 


Phase de Z , degré 
D merccccososooomsosnssacessorene 


© O9 


(b}) 
Figure A-5 Circuit RLC à résonance série. 
{a} Circuit. {b) Impédance du circuit en fonction de la fréquence. 


L'impédance du circuit est: Z(jo} = R +i[Lu g _. 


L'impédance Z{w) est réelle lorsque sa partie imaginaire est nulle, c'est à dire lorsque 
—) 1 
L LT RE = 0 ] = — |, 
( DZ ou lorsque Lw Ca 
Donc, la fréquence de résonance est égale à: D = ——= 


À ja fréquence de résonance, l’impédance Z{jw) est égale à R. 


Le facteur de résonance de ce circuit RLC série est: Q = Le 
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Exemple 2: Résonance parallèle 


{a) 
Module de Z 


Phase de Z, degré 
90 


0 op 
(b) 


Figure A-6 Circuit RLC à résonance parallèle. 
{a} Circuit. (b) Impédance en fonction de la fréquence. 


L'impédance du circuit est: 


Z(jw) = D = RE 
LR + R(1-LCo )+jLuw 
R {En 100 { )+] 
2 w?L?R + jwLR?(1 - LCw?) 
@ = ———————— 
2 
R'(i-LCou’) + (Lo) 
; ; : : 1 
La fréquence de résonance est égale à: Op = — 
- Fo 4LE 


À la fréquence de résonance, l’impédance Z{ju) est égale à R 


Le facteur de résonance du circuit RLC parallèle est: Q = RC 
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Exemple 3: Résonance série-parallèle 


{a} 
Module de Z 
R 
L/RC, : 
0 œ9 


go 


2° CT o 
{b} 
Figure A-7 Circuit à résonance série-parallèle. 
{a} Circuit. (b) Impédance du circuit en fonction de la fréquence. 


+ R R?c 
L'impédance du circuit est: Z(jw) = jLo + —1 = —— +i]Lo _- KE 
+ EP n 1 +(RCo) 1 +(RCo) 
jiCo 


L'impédance Z{jw) est réelle lorsque sa partie imaginaire est nulle, c’est à dire lorsque 


2 
ILo-—Ree | = 0. 
1 +(RCo) 


| | - | | L 
La fréquence de résonance est donc égale à: Op = = 1- De ; 


À la fréquence de résonance, l’impédance Z{jw} est égale à ee , 


Le facteur de résonance de ce circuit RLC est: Q=R < fi es 
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Exemple 4: Résonance parallèle-série 


Module de Z 


LIRC 


90 


0 op 


{b} 
Figure A-8 Circuit à résonance série-parallèle. 
{a) Circuit. {b} Impédance du circuit en fonction de la fréquence. 


_. x (R+ jLo) 
L'impédance du circuitest: Z(jw) = a 


2 
es * (R+iLo) (1-LCow?) +(RCo)? 


L'impédance Z{jw) est réelle lorsque sa partie imaginaire est nulle, c’est à dire lorsque 
(oL(1 - LC?) - R?Co] = 0. 


Î 2 
La fréquence de résonance est donc égale à: &g = ee 1- AE ; 
LE L 


À la fréquence de résonance, l'impédance Z{j&) est égale à _ : 


Le facteur de résonance de ce circuit RLC est:  Q = R JE [1 - — 
RC 


__R+jlwL(1 -LCw?)- R°Co] 
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Réponses aux exercices 


Chapitre 1 
1.1 


Tension ve, V Courant ik , À 


1.2 


Tension vs , V Courantig , À 


Énergie w , J 
À 


005J--e--- nm m- 
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1.3 


Tension vs , V Courant is , À 


Énergie w , J 


3 | 
ms 
1.4 
Ve (f 
24V 0.24 À 
t > À 
0 0.1 : û 0.1 a 
vu = 40i, iL 
À 
9.6 V 
ü 0.1 0 


Pu=Vil wW 
# 
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1.5 
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1.8 


MT Vs 20v: 
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25.6 W 


Chapitre 2 


2.1 
- au noeud a ij-io-i4 = O0 
- au noeud b ij—13 = 0 
- au noeud c 14-567 = — 
- maille 1: Vi+Vo+ Va = VS] 
- maille 2: Va + Vs Va Va = D 
- maille 3: Ve Vs = 0 
- maille 4: V7 Ve = Ve 
2.2 v, = 150sin(120nt) vo = 122.73sin(1207t) 
va = 27.27 sin(1207t) v, = 27.27sin(120nt) 
1, = 0.75sin(120nt) is = 0.818sim{120xt) 


ia = 0.54Ssin(1207t) 14 = 0.273sin(120nt) 
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2.3 


2.4 


2.5 


2.6 


2.7 


2.8 


2.9 


2.10 


2.11 
2.12 


a) 
b) 


a) 
b) 


a} 
b) 


a) 
b) 


a) 
b} 


a) 
b) 


Reg = 102.380 


ve = 18.6 V 
Vs = 9.3 V 
va = 27.9 V 
va = 23.25 V 
Vo = 51.2 V 
v1 = 48.84 V 


is = 0.186 À 
is = 0.186 A 
is = 0.279 À 
13 = 0.465 À 
is = 0.512 A 
i, = 0.9767 À 


Req = 151.800 
ll = 5 À 

jy = 3.20 À 

i = 1.80 À 

is = 0.60 À 

is = -1.80 À 

ig = 1.20 A 


Rr= 51.61 Q 
ik = 0.169 À 


Rr = 42.97 Q 
i, = -0.238 À 


Rr=500 


i, = -0.44cos(500nt) 


Rr = 93.75 Q 
vx = 52.34 V 


il = 1.232 À 
3 = 0.758 À 
is = -0.758 À 


Rri 2950 
Rr2 = 18.75 Q 
i,=-0.117 À 


1.034 A 


Rr = 118.180 
Rr = 21.82 Q 
i, = 0.387 A 


v1= 379 V 
vo = 384 V 
Va — 180 V 
va = 60 V 
vs=-144 V 
vg = 60V 


VT = 17.2 V 


VTT -16.21V 


vr = -55cos(500rt) 


vr=175V 


lo = 0.474 À 
is =-1.742 À 


vi = 72 V 


VT2 90 V 


VT1 272TV 
vro = 87.27 V 
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Réponses aux exercices 


Chapitre 3 
3.1 
a) Méthode directe (longue). 


285 


8 relations v-i des éléments 


4 équations de courants 


4 équations de tensions 


di 1 fl | : ; 
vi = Te Vs = € isdt iy+igtig = 0 VI+Vo- Ve = Vs 
; : ij—io—ia—ig = i —Vo+Vva = 0 
v= Roi Ve Re 1-2-l3-l6 = L LES 
if à di, ia ls = [e) Ve tV7-Va = 0 
Va = — Wi:dt = Ce : : : 
3 C3 3 re be ig-i7+is = 0 Va + V5-VE- Vi = 0 


b) Méthode des noeuds. 


l 1 1 1 1 
—+— +— lat —— dt — [a] 
RL] 1. Ra 
1 ne 1 …d 1 VA | 
-— dt +— fdt+—+C;— 0 —— 
if Ro nf Rs ‘dt Re Vol Rs 
| 
1 1 d d A : 
— : O0 R.* sa Csat ss 0 
d 0 
1 d 1 l d 
_— _ —+ dt+C.— 
ù RG Csat Re | Ÿ5at 
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c) Méthode des mailles. 
a 
+ 
“O 
f 
d 
L,—+R,+R —R -L, — 
ii Rat Re 2 0 id v, | 
L 1 il | 
Rs Re fe =2h fe 0 e f dt 
Ca 3 J] _ [C,J | 
1 d , 1 
0 = at Ri+L, + lat -R J3 1 
| 6t 74 a) 6 j "& 
4 
d 
he 0 R; Rs+— fdt+Rs+Li= 0 
5 
d) Méthode longue 8 équations 
Méthode des noeuds 4 équations 
Méthode des mailles 4 équations 
3.2 
a) Méthode directe (longue). 
is R3 b 4 La 
5 relations v-i des éléments 3 équations de courants 2 équations de tensions 
Ya Rs Ve = Rois ig-is = 0 Va+Va- Ve Ve = Ve 
dis di, ur 
Va = L,-T = L.,—{ iL+ig =) Ve+vo=ve = À 
4 a V? 74 5*16 7 ls1 sr? Ye 


ne lgtis—i7 = is1—is2 
V5 = Rsis 
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b) Méthode des noeuds. 


L l [ il [ 
—+— dt = dt (e) 
Rs" L, La Vs 
R 
E fa: Lilier fa bte a 
L, Rs L, L; Rs 192 — Îs1 
1 : 


Rg + La + Rs +R -Rs-Re || Va+ Ris] 
d j Ra. 1, 082 
d) Méthode longue 5 équations 


Méthode des noeuds 3 équations 
Méthode des mailles 2 équations 
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3.3 


a) Méthode des noeuds. 


lache 4 d 1 
R'R'R + CT Em 0 FR Ve 
1 1 LME 
1 
0 + ip fé Jet v.| = 
il 1 l 1 da 3 
+8 —— |dt to fét+ re far 
Rs rm é Rs La L, 0 


b) Méthode des mailles. 


ji vs 
Ji _ |o 
Ja 0 
Ja 0 


R R 
-R,-£e Sfar ee fé Re Ra + R3 + Rs + La 
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3.4 a} Méthode des noeuds. 


b) Méthode des mailles. 


R,+R) Ro 0 0 | 
(-Ro+AR3) (Ro+R3-AR3) 0 0 pal vs 
d d 2] - |0 

-AR AR RE LE | 
L 2 Li Sat Sdt J3 [a] 
d dd j 0 

© 0 LT EL. +— lât||J4 

| Sat nel 


3.5 a) Méthode des noeuds 


sil s2 
0 : : RS + 
L ,1 Ve Vs2 . 
0 Ru fe Re is 
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b) Méthode des mailles 


3.6 a) Méthodes des noeuds 


ia V V 
Ra Sp. 
d Va Rs Ra 
sh Vel = 0) 
v V 
di d ji 
CT + ra fe: s Re | 
b) Méthode des mailles 
R2 € d 
+ Rita fat+ Rs —R3 J Va 
Vs is 5 di 
J; Em 
Ra R3 + Rs + Li 6dt 
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3.7 a) Méthodes des noeuds 


E 2 
R R 0 
1 4 | d Fe Va 0 
da CS v.| = 
Re R RS" Cadt #at ble» |:4 
V D frsat+i, 
+ ad  R+cd+ fa Hi 
R) #dt Re - 10 LL 
b) Méthode des mailles 
Li 
d d d | 
Du EN Née t -R A Pr 
Rates 3qt 2 Le J, Vs 
1 ir 
_R R,+R + far 2R J.| = & fi dt 
2 2 5 Ca 5 . Ci s 
d a [173 -R,i 
“La Rs Rs + Ré + Las 6s 
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8.8 a} Méthode des noeuds 


3.9 a) Méthode des noeuds 


Ve 


250 


JL ji, =2sin(500rt} 
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Vs 
S5 | vs , 75 is 
dede) Me (lee 
50 25 150 156 
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b) Méthode des mailles 


75+25  -25 _75 Jil  |vs+25i 
_25 25+504+925 _-50 x [J,] = | -2si, 
-75 -50 75 + 50 + 150 Ja 0 
25Q 


vs = 50 V i, = 2sin(500nt) 


c) 1, = 0.059 -0.416sin(500xt) 


3.10 :j Méthode des noeuds 


Vei = 120 V 


Vse = 50V 

1.14 i 1 

ze + rent 7 a _ Vsi 

75 1e 60 | re : o v. 7e is 
De OR EE SE x |v.| = 
150 150 * 25 * 100 100 b 0 
_L JT At) el: Les: 
60 100 50 100 60 50 


b) Méthode des mailles 


75Q 
Vst = 120 V 
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-150 


75 + 150 +25 -25 -150 di Vs 
-25 25 + 100 + 50 -100 x |, Vs2 
-150 -100 150 + 60 + 100 Ja 601, 
chi, = 0.16 A. 
3.11 2)Rr=82150Q vr = 1.286v, 
b) v2 = 0.706v, 
3.12 a) Méthode des mailles 
aix 500 250 
0HAAN ANN 
i 
S 1 
Vs : 1500 100 25i4 
- h i 25i 
J2 | 
2 50 0 50 + 150 + 50 
v,=40V -150 
i, = 0.356 A. 
b) Rp = 112.36 Q 
3.13 a} Méthode des noeuds 
LA Ro R=1kn 
A2 = 15kQ 


MMA 
R \ AMPLI OP | 


= = 16 


16v, = 4sin(20007t) 


Ra=1kQ 
Ra =5kA 


x “r : Ys | 
150+25+10| {|J,] |250i] 
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3.14 a) Méthode des noeuds 


Chapitre 4 
4.1 vit) = 12u(t-1x10 °)-17u(t-3 x 10 *}+ Su(t-6 x 10°) 
ist} = 12.5r(t)-12.5r(t-0.2)- 12.5r(t-0.5)+ 12.5r(t - 0.7) 


va(t) = 50cos(200nt +3) {u(t-5 x 10 *)-u(t-15 x 107) 
ist) = Srt)- 10r(t- 10 Ÿ)+ 10r(t- 3 x 10 *)-Sr(t-4 x 10°) 


f{t) = 10cos{1000nt-x/4){uit-1ms}u(t-3ms)] 


4.2 
ft} = (8t-2Hu(t-1}-u(t-3)] 
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4,3 
É _2(t-05 
th = 15e 2tudt) tb = 15e 0-08), 4 05 
See er ve mes ne + ET 
; 
| | 
5! 


0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 


-2t 
ft) = 15[1- t 
LE RE RE nn — DE | 15, -—: D : SE :- ; 1 
| one |: | hr on nl 
SR “ie : ; ; : ‘ | : : . 
#1 Lei à LS hrs ess | TE HALL + 10:----- Cr dc. “is : , | 
| " f(D'= 15e" u(t- 0.5) . : | É ; | 
5 F 7 An cu sn neea | 5|.... 


0 RARE ; 0 RES EN de : a 
05 O0 05 1 15 2 25 05 O0 05 1 15 2 25 
(th) = 15e 2! cos(10t + 0,5)u(t— 0.5) 

10+-- | ï 


44 à f(t) = 50cos(500nt - 1.24) = Re{50e/!900t- 124) 


f(t) = 50cos(500nt - 1.24) = 50sin(S00rt- 1.24 + 2) = Im{s0e(500rt+0.531), 


f(t) = 50cos(500nt- 1.24) = Delft. 128), Ga(S00mE- 1.28), 


b)_f{t) = 50sin(500nt + 0.55) = Im{50el(5007t +055), 


f(t) = 50sin(500nt + 0.55) = 50cos{500nt + 0.553) 2:Ref SO ONE EME 


f{t) = 50sin(800nt + 0.56) = PgetS00n- 1.020, QH(G00RE LD), 


c) f(t) = 50e !tcos(500nt + 0.9) = Re{50e”!%"e)(5007t +02), 
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ET 


itt) = 50e 'cos(500nt + 0.9) = 50e" !Ssin( 00nt + 0.9 + 3) 


: Im {5067 5tei(500nt + 2.47), 
-15t . : 
f(t) = 50e !*‘cos(500nt + 0.9) 2 D — fe (50076409) 4 @(S00n EE 09), 
d) f{t) = 50e 'sin(500nt -0.9) = Im{50e"tei(5007t-09), 
ft) = 50e" tsin(500nt - 0.9) = 50e" S'cos(500nt - 0.9-T 


= Re! 50e 1°teit5007t- FU: 


-15t  ., 4 
f(t) = 50e" Stsin(500nt - 0.9) z _. ePRRET AIN SHPCORS RTE) 


45 a) Co=12 C, = 2% [1 - cos(nr)] 
(nz) 
: -jn? 
b) Co=0 C, = ri -e ie fsin(n%) 
) Co=0 C, = S® {cosnx-1)-j251-e5""] 
{nx) nr 
i 17 sin(2n-1)2 
he _ 30 à nus Pie n 13 
D zx % r| (2n+1) {2n-1) 


Chapitre 5 


î =: 
S.1 a) i,(t)= loot + 0.02e ‘le Vo(t) = [10 10e ‘leo 


La durée du régime transitoire est 51 = 5 x 16.67 ms = 83.33 ms. 
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0.03 — 
“TES 0.02: 
0 = 10.01 +0.02e "lu 
0.01: 
: nr nn S 
-0.02 0 0.02 004 0.06 0.08 0.1 
Temps (s) 
10 ——-. — + ER 
.. 
vtt) = 0-00 MT 5 
(s] ET se Los ones hrs sh LUS 2 22.5 
-0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.98 0.1 
Temps (s) 
b) 
—+ 
tt) = 0.018(1) - 04e °87MSu(b) 
0.4: — fs: V6 [ Clans, A | 
-0.02 0 0.02 004 0.06 0.08 0.1 
Temps (s) 
200 —- = ie eee ce mans pe ee 4 
-t 
16.67ms 100! -- "|: 


vo(t) = 200e ut) | 


0: List: trees autos, ces - 
-0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 
Temps ({s) 
x 10° 
1 
st 
1667ms 


Htty = court -ouoo2e +200 0.5 


ne pen voa Lie eut mure asian d'éoucet )d 


9: 5 
.02 [e) 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 
Temps {s) 


-t 
16.67ms 


vtt) = jonsoe “ane 


mn mar fév 


0 = LS Æ : dre se 
-0.02 9 0,02 0.04 0.06 0.08 0.1 
Temps {s) 
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5.2 a) La durée du régime transitoire est St = 5 x 0.75 ms = 3.75 ms. 


0.03 
— 0.02 
is(t) = |0.03-0.02e * |uét) 
0.01 -- 
o' 
2 
Temps (ms) 
so ea cos ‘é à CE 


v,(t) = 10e “ut) 


Rte 


2 
Temps (ms) 


b) 


+ 
i(t) = 0.00335(t) + 8.89e ‘u(t} 


Temps (ms) 


NL Oe 


+ 
vo(t} = 3.338(t) -4444.44e ‘u(t) 


2 
FACE cons 6 ho 


2 
Témps (ms) 


6: Re a ee ee eee 


" 
vo(D = (onu bn 


2 
Temps (ms) 


300 


5.3 a) 


" 
Vi = Lo + s51e FF Le 


—t 
V,= ro 5.91 Pr Le 


CIRCUITS ÉLECTRIQUES 


mt 


3.27ms 


i, = errarsse lou 


en mÂ 


b) 


+ 
v,= 0: 5.91 SPF Lo 


—(t-5ms) 
3.27ms 


-[aussson ut-5n 


x: 
V2 = fes 5.91 T 
-{t-5ms) 
: oo pote 708 Le _5ms) 
ol. 
_t : 
is = er + LT +0.018(t) 0 
De 
-{t-5ms} -2 
£ er sie 7 Le _ 5ms)-0.018(t- 5ms) 


en mÂ 


_. -0.08(t-5ms). 


n 


0 2 4 6 8 to 12 14 
Temps (ms) 
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5.4 


5.5 


5.6 


5.7 


5.8 


5.9 


5.10 


_t _t = 
i, = QREE IT i) = Jos -04e ‘lac Va = +0 15e ‘to 


La durée du régime transitoire est 5rt = 5 x 4.8 ms = 24 ms, 


Régime permanent: i,(06) = O.GA, i,(©) = O.4A, v;(w) = 40V 


t t 
i,= (0109 + 0 1446 IT i = - 0.145 + 0.335e IT 


t 
V3 = 145.45 -45 45e ‘Lo 


La durée du régime transitoire est 51 = 5 x 11,5 ms = 57,5 ms. 
Régime permanent: 1,0) = O.109A, 1,(w0) = -O.145A, v;(o) = 45.45V 


-500t 


11 = [1.58Scos(200nt + 0.514) + 0.62e Ju{t) 


v) = [49.8cos(200nt - 0.899) - 30.995e °°0t 


Ju(t} 
La durée du régime transitoire est 5t = 5/500 = 10 ms. 
Régime permanent: 1, = 1.585Scos(200nt+0.514), v, = 49.8cos{200nt - 0.899} 


-333.33t 


1, = [0.753cos(2007t-0.185)-0.0732e Ju(t) 


-333.33t 


Ju(t) 
La durée du régime transitoire est 57 = 5/333.33 = 15 ms. 
Régime permanent: i, = 0.753cos(2007t-0.185), v, = 29.47 cos(200nt + 0.488) 


v, = [29.47cos(200nt + 0.488) + 7.32e 


-796.53t -78.46t 


ï, = {1.76le + 1.239e ju(t) 


-796.53t -78.46t 


vo = (-83.6e + 83.6e }u(t) 


5 


min(|si}; [S21) = 78.46 = 63.7ms. 


La durée du régime transitoire est 


Régime permanent: i, = 0, v, = 0 


i, = 2.582e #%tcos(290.47t - 1.571)u(t) 


-125t 


vo = 163.3e cos(290.47t + 0.406)u(t} 


La durée du régime transitoire est 51 = 5/125 = 40 ms. 
Régime permanent: i, = 0, v, = 0 


-175t 


a} i, = {1.456e cos(307.2t- 1.849) +0.4}ult) 


301 
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v, = {80e !"%'cos(307.2t + 3.07) + 80}u(t) 
: ie es Ds di 
b) La durée du régime transitoire est Gi = 175 = 28ms. 


Régime permanent: i, = O.4A, v, = 80V 


chi, = {0.326e l’Stcos(307.2t- 1.27) + 0.327cos(500nt - 1.4)}u(t} 


v, = [4.8e7"7°"cos(307.2t + 0.556) + 4.0cos(5007t-2.911}Ju(t) 


Régime permanent: i, = 0.327cos(500zt- 1.4), v, = 4.0Ocos(500nt-2.911} 


5.11 aji, = (0.2+1.483e  *'cos(332.4t- 1.638)Ju(t) 


va = [72.31e" %%cos(332.4t - 1.5708)Ju(t) 


b) La durée du régime transitoire est 51 = 5/133 = 37.6 ms. 
Régime permanent: 1, = 0.2, v, = 0 


c) i, = [0.255e  *'cos(332.4t + 2.316) + 0.853cos(400nt - 1.364)Ju(t) 


v, = [6.226e  *'cos(332.4t + 2.391}+ 20.288cos(4007t - 1.344)Ju(t) 


Régime permanent: i, = 0.853cos(400n7t - 1.364), v, = 20.288 cos(400nt- 1.344) 


5.12 


i, = 0.706 À pour t < 0 | 1 


48ms pour t -0 


| Er = -1093e 


v2 = 84.7 V pourt < 0 


TE 
vtt) = 84.7e%°7 pourt > 0 


50: 
La durée du régime transitoire est 0. à: Es 


- 5 0 5 ‘10 15 2 25 
5t = 24 ms. Temps (ms) 
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5.13 


-t 
0.33ms 


it) = 10e +oelun 


v(t) = -240e u(t} 


La durée du régime transitoire est PR ENV RNRE ARTS sn ri 
1 
St = 1.65 ms. Temps (ms} 


5.14 


i, = (0.48- 2.69e *°"cos(445.4t + 1.5728)Ju(t) 


O 002 004 006 008 O1 0.12 
Temps (s) 
V2 = {12088 *o0s(44541- 2.05) + +20 ut RON CR EE 


— Te 


La durée du régime transitoire est 


OE--—.- - 2. Poor dés 1. 3 _ À 
Sr = S = 0.128s. [e) 0.02 0.04 0.06 0.08 9.1 0.12 
40 Temps (s) 
site = 
5.15 Pourt> 0: mn ldse v, = |100-33.33e !5®$ 
1 2 


La durée du régime transitoire est 57 = 75 ms. 


Chapitre 6 


AC _ A Ts À _ Ar Ts 
6.1 2 pisser b) F(s)= 5 -e ‘x£ = =[l-e ] 
—T{(s+a) 
c) F(s) = a! L -) d) F(s) = —2_., 
S+c S+ax {s+5) 
-2(s +0.5) -0.785 69.785 


HSE 0 D FG)= 315-500) * &+ 1.5 + /800) 
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6.2 a) f(t) = {0.267e "+ 0.352e ‘cos(1.732t+ 2.428)}u(t) 
bj f(t) = 10.667e + 0.832e ‘cos(t+2.215}}u(t) 


“Le t+5e2tutt) 


c} f(t) = {10te 
d) f(t) = {8e ‘-8e ‘cost}u(t} 
e) f(t) = £0.4e + 0.564e ‘cos(2t-2.356)}u(t} 


f ft) = {0.036e ?t-0.143e + 0.107}u(t) 


25 + 300 s + 200 
63: de 2 — H,(s) = 52 
4 Sx10 s2+0.0158+1 7 2s+300 
b) L(t) = 2.5x10"°8(t) + (0.333 + 0.0417e 1 %u(t) 
vo(t) = (66.667 - 16.667e7 %tyu(t) 


La durée du régime transitoire est 5/150 = 33.3 ms. 
Régime permanent: i, = 0.333, v, = 66.667 


-150t 


€] 1,0) = 2.5x10 à(t) + {1.026 cos(1207rt + 1.202) + 0.0057e ju(t) 


-150t 


vo(t) = {52.591 cos(120nt - 0.109) -2.278e7 °°'}u(t) 


Régime permanent: i, = 1.026cos{120nt + 1.202}, v, = 52.591 cos(1207t-0.109) 


2 
50(s" + 1400s + 320000 160000 
6.4 22,5) = 26 173008 + 320000) Hs) = 


s? + 10005 + 80000 s? + 1400s + 320000 
b} Fréquences naturelles: s, = -287.7, s3 = -1112.3 


La durée du régime transitoire est Smax(yr> 7. _.. 1112 3 = 17.4ms. 

c) it} = {0.5+ 1.053e 797714 0.447e7 1 2%t}u(t) 

vo(t) = (50+17.44e "112$ 67.446 #7 7tju(r) 

Régime permanent: à, = 0.5, v, = 50 

c) ij(t} = {1.808cos(1256.6t + 0.252) + 0.052e77877t4 0.447e71128t}u(t) 
vtt} = (7.396 cos(1256.6t- 2.192) + 7.663e7 111231 3.359727 7t}u(t) 


Régime permanent: 1, = 1.808cos(1256.6t + 0.252), v, = 7.396cos(1256.6t-2.192) 


120.48(s + 520.833) 
s +627.5 


0.25(s + 833.333) 


Hits) = 5 550.833 


6.5 à) Zea(S) = 


—-520.833t 


bji,(t} = (1-0.17e ju{t) 
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vo(t) = (40-156 08% u(t) 


La durée du régime transitoire est 5/520.833 = G.6 ms. 
Régime permanent: i, = L, v, = 40 


—-520.833t 


c} ij(t) = {0.945cos(1207t-0.085)-0.111e ju(t) 


-520.833t 


voit) = {35.564 cos(120nt - 0.202) -9.843e }u(t) 


Régime permanent: 1, = 0.945cos(120nt - 0.085), v, = 35.564cos(120zt 0.202) 


6.6 ait) = {0.518e °° ?_0.018e **'?#t}u(t) 
it) = 12-2.074e 2214 0.074e *128t}u(t) 
va(t) = (100-77.8e 7142.86 7*77$t}u(t) 
. 2 — PES 
b) La durée du régime transitoire est 5 x MAX (ES > 5412) = 80ms. 


Régime permanent: 1, = 0,1, = 2, v; = 100 


—62.2t -2412.8t 


c} ij(t) = {0.0008e -0.013e +0.512ccs(1570.8t+ 0.02)}u(t) 


-62.2t -2412.8t 


va(t) = {23.24cos(1570.8t-0.08)-0.12e + 1.95e 


}u(t) 
Régime permanent: 1, = 0.512cos(1570.8t + 0.02), v; = 23.24cos(1570.8t-0.08) 


2 
350s + 125000 100000 
GT eZ, {s) = HS) = — "2 — 
{s ) s°? + 350s + 125000 


b) Fréquences naturelles: s, = -175+j307.2, so = -175-j307.2 


La durée du régime transitoire est = = 28.6ms. 


-175t 


c) ij(t) = {0.4+ 1.456e7""*'cos(307.2t- 1.85}}u(t) 


vtt) = {80 +92.06e7!75! 


cos(307.2t+2.62)})}u(t) 
Régime permanent: i, = Q.4, v, = 80 


c) it) = {0.076e | 7'cos(307.2t + 2.37) + 0.326cos(1570.8t - 1.4)}u(t) 


—175t 


voit} = {4.76e ""°'cos(307.2t + 0.56) + 4.056cos(1570.8t-2.91)}u(t) 


Régime permanent: i, = 0.326cos(1570.8t- 1.4}, v, = 4.056cos(1570.8t-291) 


2 5 
O.1(s° +263.49s + 1.2697x]0 238. 
6.8 a)Z,.(s) = ( ET Eee | 095 : 
: s +263.49s + 1.2697x10 


b) Fréquences naturelles: s, = -131.75+j331.1, s, = -131.75-j331.1 
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1 


131.78 “ S8mS. 


La durée du régime transitaire est 5 x 


—-131.75t 


c} ijtt) = {0.2 + 2.948e cos(331.1t- 1.64}}u(t) 


-131.75t 


vo(t) = {71.92e cos(331.1t+1.57}}u(t) 


Régime permanent: i, = 02, v, = 0 


c) ij(t)= (0.252e °°" °'cos(331.1t + 2.32) + 0.844cos(1256.6t- 1.37}}u(t) 


-131.75t 


vo(t} = {7.12e cos(331.1t+2,39}+20.lcos(1256.6t-1.35)}u(t) 


Régime permanent: 1; = 0.844cos(1256.6t-1.37}, v, = 20.1cos(1256.6t- 1.35) 


25(s? + 4500s + 3x10°) 2x10° 


6.9  2a)2Z,,{(s) = (8) = >“ 
Pi s? + 4000s + 1x10° s? + 4500 + 3x10° 


bj ij(t) = {0.333-0.015e %%1t, 0,6815e °1%%}u(t) 
_{0.333- 0.015 %686-14-S5ms), Oégise 15 %t-5m8))) 4 _ Sms) 


-3686.1t -813.9t 


vit) = {66.67 + 18.89e -85.56e yu(t} 
= 166.67 + 18.898 °686-1(1-S5ms)_g5 ope BIS Sms) + _5ims) 


0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 
: 
| | 
40! - 
20 
0 / < 0 Res i. ne — 
[e) 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 
Temps {5} 
2 5 
50(s +600s+4x1]0 
6.10 a) 2, (s) - 2998 + 20) H(s) = 86200) 


s? + 1200s + 2x10° s? + 600s + 4x10? 


b) i,(t} = {0.225 + 50t + 0.227e cos(556.8t + 3.0)}u(t) 


— {0. + t- ms) + 0. e cos .8(t- 10ms)}+5. u(t- 10ms 
0.225 + 50(t- 10ms) + 0.227e °00€t- 10mS) 0 (556 8(t- 10ms) + 3.0 10 


vo(t) = {2.5 + 8.032e %'c0s(556.8t - 1.887)}u(t) 


-(2.5+ 8.032 0047 10mS) (556. 8(t- 10ms)- 1.887}}u(t - 10ms) 
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6.11 


6.12 


6.13 


(e) 5 10 15 20 25 30 
Temps (ms) 
: ___ 4000 
a) Z.{s) = 5000 HG) = 666.67 


b) i,{t) = 0.001u(t) 


-1666.67t 
€ 


volt} = {12-12 ju(t} 


La durée du régime transitoire est 3ms. 


5 _ 
1666.67 
Régime permanent: i, = 0.001, v, = 12 
c) ii(t) = 0.001 sin(10007t)ut{t) 


-1666.67t 


voit) = {4.968e + 5.624cos(10007t-2.654)}ut) 


Régime permanent: i, = O.001 sin(1000zt}, v, = 5.624cos(10007t-2.654) 


__ 50(s + 602) __ 1920 
4) Zeg(S) = 302 PROS ES 60 
b) i,(t) = (0.1342 + 0.2658e °%2ju(t} vit} = {63.787 -63.787e °°2t}u(t) 


La durée du régime transitoire est Le = 8.3ms. 


Régime permanent: 1, = 0.1342, v, = 63.787 


2 6 6 
a} Z,,(s) = ER x 10000 H,(s) = - -1x10 


s? + 3005 + 1x10° s + 5005 + 1x10° 
bj ij{t) = [0.001 + 2.066x10 *e %cos(968.25t + 1.5708)Ju(t) 


-250t 


voit) = {-10 +10.328e cos(968.25t + 2.889)}u{t} 


307 
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La durée du régime transitoire est _ = 20ms. 


Régime permanent: i, = 0.001, v, = 10 


-250t 


c} i(t) = 3.44x10 °e 7%%tcos(968.25t - 1.012) + 0.0015cos(10007t - 0.07) 


-250t 


vtt) = {-1.72e cos(968.25t + 0.306} - 1.665cos(10007t+0.175)ju(t) 


Régime permanent: i, = 0.0015cos(10007t-0.07}, v, = -1.665cos{10007t+ 0.175) 


-75t 


6.14 2:ji,(t}) = [3.2505e cos(315.24t+ 1.416}ju(t) 


—75t 


vot} = [102.791e °”"cos(315.24t - 0.234)Ju(t) 


b)La durée du régime transitoire est = = 66.7ms. 


20 40 60 80 
Temps (ms) 


-100t 


6.15 2a)i,(t) = [2.857e cos(700t - 1.287}Ju{t) 


—-100t 


vo(t) = [80.812e7 °° "cos(700t + 0.142}Ju(t) 


bjLa durée du régime transitoire est _. = 50ms. 
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à LE . RE ae su ar | Br “= : 
Temps (ms) 


6.16 i,tt) = {2+3.024e *cos(1322.9t-2.294)}u(t) 


{2 + 3.024e 901-$m8) 6s(1322.9(t-5ms)-2.294)}u(t-5ms) 


vtt} = {200 + 213.81e °tcos(1322.9t + 2.78)}u(t) 


-1200+213.81e 00-58) 6(1322.9(t- Sms) +2.78)}u(t-5ms) 


100. : DR Se er 


0 S Temps {ms) 10 16 
Chapitre 7 
7.1 1, = 2.003/-0.650 A 1, = 1.037/-0.935 À T3 = 1.049/-0.368 A 
V, = 1258320920 V Vo = 124.42-0.935 V V3 = 66.82-1.939 V 


Va = 104.94/-0.368 V 


310 


7.2 


7.3 


7.4 


7.5 


CIRCUITS ÉLECTRIQUES 

V) = 123.4/-1.498V V3 = 115.52-0.65 V 
1, = 3.62/-0.998 V 1, = 3.09/-1.001 V 
a} Ze = 217.312-0.861 Q 
b) 1, = 0.327/0.861 A V, = 128.60/0.196 V V, = 175.63/-0.143 V 
a) 1, = 0.56/-1.257 A I, = 0.434/-1.787 À V3 = 30.97-0.54 V 
bl,=0.903/-04924  Z,, = 132.89/0.4920 

(6.8x10° - 0.030?) + j100w 
a) Z,pO&) = — 


4000 +j3œ 


Module de Z,4, N 
200 nn Rte 


—... 


G 60! 
& {rad/s) 


om 0 Ce eme EE 0 a qu en mn a Seat et een 3, 2 


Phase de Z,4 , degré 


2 LR D RNE ERS 
0 2000 40 


tam nue SU 


w (rad/s) 
ZAt est purement résistive à & = 4269 rad/s,. 


6x10° 
0.03s° + 1005 + 6.8x10° 


b) H,(s) = 


Ti 


PAPE ARE ; . 
bo) degré 10 w (rad/s} 10 10 
= GS ET ns morue] 
-50 :- 255 
-100: 
-150: 
10° 1% 10‘ 10° 


& (rad/s} 
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c) 1, = 0.49420.613 A V, = 47.924-0.254V 


2 ri 
7.6 a) pts) = 8s RARE 
0.02s° + 254s + 150000 


Module de Z,5, & 


Lo semer era oloss 


0: LEP RP PEN PPT as 
0 0.5 RSR 
Phase de Zu, degré want 


-50 De to on aie mnt On: ne to de De dé 
G G.5 1 " radis) !-S 2 2.5 
x 10° 
29005 
b} H;(s) : 3 7 
8s +41100s+2.25xI0 
Ags(w) , dB 
-20 : - on Lu te ee Tr] 
«| ; 
10 19 10 10 
decré & (rad/s} 
LD 2 2g ee na re mr 
o ï 
| l à RS RSS à ; à 7 
100" k ETATS es Eee Din se nn us ] L 
10 10 é trade) 10 10 


c} I, = 0.820/0.504 À V, = 2.857/0.943V 


311 


312 
10008 + 1x10” 
7.T  a)Z,(s) = —_——— 
Module de Z3, 
10000 
5000 


Ô = honte 


0 
Phase de Z;, degré 


Dit sh 


-20 


CIRCUITS ÉLECTRIQUES 


& «hdis) 


sois, Ames, ‘ess 


_ ins cs —) 
œ rhdis) 1 < 
x 10 


soi 


HA cn ER En 
10 rai 10 10 

ot. » + È 
-200 —- : ” se. à De di id. à Fa L 
10 10 10 10 16 


c) 1, = 0.953/0.308 mA 


no] {radis} 10 


V,; = 2.892.187 V 


Réponses aux exercices 


2 
7.8  2)Z,(s) = © ++008+ 80000, ,0000 
s' +400s + 400000 


Module de Z, Q 


sr s ah, Rome [ia rx PR 
(e) 1000 2000 3000 4000 5000 
Phase de Z,, degré w (rad/s) 
0 gere —— mem 


O 1000 2000 3000 4000 5000 


& (rad/s} 
-2000 
b) H,(s) = = ——— © — 
5° + 400s + 800000 


D CP CP ARE PT SR NOR AR RE 


1 a 4 
{o), gré 10 10 % {rad/s) 10 10 
200 :---- 


IT 


TS ET 


@ (rad/s) 
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= (33.4/0.119)Q 


7.10 2a)2,, = (49.65/1.043)Q 
b) 1, = 8.06/-1.043 À 
c)S=1611.83VA P-8113W Q = 1392.2 VAR cos$ = 0.504 


313 


314 


7.11 


7.12 


7.13 
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a) Lier = 4.97 /-2.13 À 


b) PR = 4942 W QL = 931.5 VAR 
c] BP = -559.6 W  Q,1 = 893.7 VAR 


a) Vap(eff) = 223.6 V 
b) Li(eff) = 16.89 À 


7 0.03 


0 0.01 


0.02 
Temps (s) 
c) P = 2852.6 W Q = -2073.2 VAR 


a) Z = (33.33/-0.785)Q 
P=2651.7 W Q = -2651.7 VAR 
b) Nouvelle valeur de is: Les = 8.39-0.464 À 


a) Vi{moy) = 70 V Vi(eff) = 78.42 V 
b) Vo(moy]) = 101.86 V Vo(eff) = 113.14 V 
c) V3(moy} = 86.94 V Va(eff) = 107.88 V 
d) l4({moy) = 7 À Lifeff} = 7.21 A 


e) Is(moy) = O0 A Is(eff} = 9.8 À 
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